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Dato: selvvalgt
Tidspunkt: varighed 4 timer

Tilladte hjselpemidler: Learebgger, notater mv. ma medbringes.

Ikke tilladte hjselpemidler: FElektroniske hjeelpemidler som lommeregner og baerbar
computer. Andet elektronisk udstyr ma heller ikke medbringes. Dette inkluderer alle former
for kommunikationsudstyr (mobiltelefon, PDA osv.), musikafspillere osv.

Bemeerk: Ingen form for kommunikation mellem eksaminanderne er tilladt.
Opgavesaettet findes pa de fglgende 6 sider.

Vedrgrende besvarelse: Svar skal begrundes med udregninger og/eller forklaringer.
Sidste side indeholder formler og resultater, der ma bruges ved besvarelse af opgaverne.
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Opgave 1. Der er givet en anden ordens differensligning

r(n+2) —2z(n+1) — 8x(n) = —24 - 2" (1)

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til den tilhgrende homogene ligning.

Karakteristisk ligning 7% — 2r — 8 = 0 med rgdder —2 og 4. Fuldsteendig lgsning er

zp(n) = c1(=2)" + 4", ¢1,¢0 € R

(b) Bestem en partikuleer lgsning til den givne ligning (1).

Geet y(n) = 2" giver z,(n) =3 - 2"

(c) Bestem den fuldsteendige lgsning til den givne ligning (1).

x(n) =c(=2)"+ 4" +3-2", c¢1,c0 € R.

(d) Bestem den lgsning til den givne ligning (1), der opfylder betingelserne
z(0) =0, xz(1)=0.

z(n)=—(-2)"—-2-4"4+3-2"

(e) Vis, at xp(n) = n? er en partikuleer lgsning til differensligningen

z(n+2)—22(n+1) — 8x(n) = —9n* + 2. (2)

Indseet z,(n) = n? og regn ud:

(n+2)?*=2n+1)*—=8n*=n*+4n+4—-2(n*+2n+1) — 8n* = —9n* + 2.
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(f) Bestem den fuldstaendige lgsning til differensligningen

z(n+2)—2z(n+1) —8x(n) = —9n’. (3)

Vi bruger, at —9n? = (—=9n? + 2) — 2 og finder fgrst en partikuleer lgsning til

x(n+2)—2x(n+1)—8x(n) = -2

2 2
ved at gaette pa y(n) = ¢, som giver y(n) = g Dermed er z,(n) = n? + g o

partikuleer lgsning til z(n + 2) — 2z(n + 1) — 8z(n) = —9n? og den fuldstendfige
lgsning er

2
z(n) = c1(=2)" + cd™ +n® + g7 ne € R.

Opgave 2. Denne opgave omhandler flere forskellige emner.

(a) Vis, at

z(n) =n3"

er en lgsning til fgrste ordens differensligningen
z(n+1) =3z(n) +3- 3"

Find den fuldsteendige lgsning til denne differensligning.

Vi saetter ind. Venstre side giver (n + 1)3"*! og hgjre side giver
3n3" +3-3" = (n+ 1)3",

som er det samme, sa det er en partikuleer lgsning. Den fuldsteendige lgsning til
x(n+1) = 3z(n) er x(n) = 3", ¢ € R, sa den fuldsteendige lgsning til den inhomogene
ligning er

z(n) =c3"+n3", ceR.

(b) Der er givet en anden ordens differensligning
z(n+2) —8x(n+ 1)+ 32x(n) = f(n).

Bestem en fglge f(n), saledes at folgen x,(n) = 2"~! er en partikuleer lgsning til
differensligningen.
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Indsat pa venstre side og regn ud:
gnt2=l _g.ontl=l 4 39. 9771 — (2 -8 +16)2" =10 - 2"

saledes, at svaret er f(n) = 102"

(c) Er de tre folger

1 n

1(n) = n+1’ 72(n) = n+1’

173(71) = 3, n e NO

lineszert uathaengige eller linezert aftheengige? Svaret skal begrundes.

Vi har, at

1 n
3 =3
(n+1+n—|—1) ’
saledes at

3z1(n) + 3xe(n) —x3(n) =0 for alle n € Ny,.
Det viser iflg. definitionen, at de tre fglger er linesert athaengige.

Hvis man bruger Casoratideterminanten, sa skal man huske, at for at vise lineser
afhaengighed, sa skal man vise W (n) # 0 for alle n € No!

Opgave 3. Denne opgave omhandler linesger programmering.

(a) Betragt folgende problem, hvor c er et reelt tal, med ¢ > 3.

Maksimér cx; + xo

u.b.b.:

31’1 + X9 < 3,
Ty + Xo S 3/2,
x1 2 0,29 20,

og lgs det ved hjelp af simplexmetoden. Bemaerk, at bade simplextabellerne, de vari-
able der er i basis’erne og deres veaerdier, den optimale lgsning og objektfunktionens
veerdi i den optimale lgsning skal angives.

I T2 I3 Xy M I X2 I3 T4 M

3 1 1 0 0 3 1 1/3 1/3 0 0 1
1 1 0 1 0] 32 = 0 2/3 -1/3 1 0]1/2
- -1 0 0 1 0 0 ¢/3-1 ¢/3 0 1] ¢
Basisvariable: x3 = 3, x4 = 3/2. Basisvariable: 1 =1, 24 = 1/2.

Optimal lgsning er altsa z; = 1 og x5 = 0, optimalveerdi = M = c.
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(b) Angiv skyggeprisen for kapacitetsbegraensningen 3z 4+ 25 < 3.

Skyggeprisen er lig med ¢/3.

(c¢) Opskriv det duale problem og lgs dette grafisk, atheengig af hvad c er.

Minimér 3y; + 3/2y»
u.b.b.:

3y1 +y2 > ¢,

31 + Y2 Z 17

Y1 2 07y2 Z 07

Pa en (y;,y2) graf ses det, at lgsningen er y; = ¢/3 og yo = 0 for ¢ > 3.

(d) Forklar, hvordan felgende problem, som ikke er et linesert programmeringsproblem,
kan lgses ved, at man omformulerer det til et kanonisk linegert programmeringsprob-
lem:

Maksimér 2(x; — 1) + 29 — 1
u.b.b.:
a? <9,
—x1 + 2wy < 4,
<3,

€2

I ZO,IQ > 0.

(e) Lgs dette problem grafisk.

Lgsningen til folgende LP lgser det oprindelige problem, nar 3 fratreekkes den opti-
male veerdi.

Maksimér 2z, + x

u.b.b.:

r1 <3,

— T+ 2$2 S 4,
T, — 3ZL'2 S 0,
1 2> 0,29 > 0.

Fra en (z1,x2) graf ses det, at den optimale lgsning er z; = 3 og =y = 3%. Optimal
veerdi er 2 -3 + 3% = 9%. Lgsningen til det oprindelige problem er derfor 6%.
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Opgave 4. Denne opgave omhandler systemer af differensligninger. Der er givet et system

z1(n+ 1) = =3x1(n) — 2x5(n),
za(n +1) = z1(n).

(a) Opskriv systemet pa vektor-matrix form ved at bestemme en 2 x 2 matrix A, saledes
at systemet skrives som x(n + 1) = Ax(n).

(b) Beregn udtryk for potenserne A™ for alle n > 1.

Vi bruger Putzersalgoritme. Egenveerdierne for A bestemmes:

3= =2|
R
giver \; = —1 og Ay = —2.
A== {0 1}+ -1-(-2) |1 1

= (=" [_11 _22} +(=2)" {—21 —21]

(c) Bestem den lgsning til det givne system, der opfylder begyndelsesbetingelserne x4 (0) =
2 og 25(0) = —2.

L] - ] - 2]

(d) Bestem den fuldstaendige lgsning til det tilhgrende inhomogene system

z1(n+1) = =3x1(n) — 2x2(n) + 6,
xo(n+1) = z1(n) + 3.
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Vi geetter pa en konstant vektor som en partikuleer lgsning. Indssetning giver

Y1 = —3Yy1 —2y» + 6
Y2 =y1 +3

Det giver

Den fuldstaendige lgsning kan da skrives som

i = [ S a5 A

for alle dy, dy € R.
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