MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 23. august 2018

Oversigt nr. 1

Laerebggerne for kurset er
[SA] Sheldon Axler, Linear algebra done right, 3. udgave, Springer 2015.
[AJ] Matrix factorizations, af Arne Jensen, Aalborg University, August 2016.

[Un] Noteset om unitere og ortogonale operatorer og matricer.

Bade [AJ] og [Un] findes som PDF-filer pa kursets moodle-side.
Tentativ lektionsplan

Uge | Dato | Seance | Emner (Opdateret pér 22/08)
36 5/9 1 kapitel 1: Vektorrum. Underrum. Direkte sum.
kapitel 4: Polynomier.
6/9 2 kapitel 2: Linearkombinationer og sp&n. Linear (u)athengighed.

Frembringers@t. Basis og dimension. Koordinater.

37 | 12/9 3 kapitel 3.A-3.C: Linezre afbildninger. Nulrum og billeder.
Dimensionss@tningen. Matricer for lineare afbildninger.

38 | 19/9 4 kapitel 3.D: Inverterbarhed. Isomorfe vektorrum.

kapitel 5.A: Invariante underrum: Egenvardier og egenvektorer.
40 | 2/10 5 kapitel 5.B: Egenvardier—gvre trekantsmatricer.

kapitel 5.C: Egenrum—diagonalisering.

4/10 6 kapitel 6: Indre produkt rum.

41 | 8/10 1. selvstudium: Cayley—Hamiltons sztning: p4(A) = 0.

10/10 7 6.C: Ortogonalt komplement, ortogonal projektion. Minimering.
11/10 8 kapitel 10.A: Basis- og Koordinatskifte.

kapitel 10.B(uddrag): Determinanter af matricer. Permutationer.
43 | 24/10 9 kapitel 7.A: Adjungeret operator. Normale operatorer.

44 | 31/10 10 kapitel 7.B: Spektrals@tningen. Ortogonal diagonalisering.

45 | 7/11 11 kapitel 7.C: Positive operatorer. Isometrier. Unitere opr./ matricer.
[AJ]: Faktorisering af matricer.
46 | 12/11 2. selvstudium: Kvadratrgdder af matricer og operatorer.
14/11 12 [AJ] afsnit 5: Singuler verdi dekomposition (SVD).
47 | 19/11 3. selvstudium: LU -faktorisering af matricer.
21/11 13 Afrunding af SVD.
48 | 26/11 4. selvstudium: Fuld SVD og anvendelser af SVD.

28/11 14 [AJ] afsnit 3: Cholesky faktorisering. Afrunding af kurset.

Som supplerende litteratur kan jeg pege pa:

e . Lankham, B. Nachtergaele og A. Schilling, Linear algebra as an intro-
duction to abstract mathematics, Lecture notes for MAT67, University of
California Davis, update January 2, 2016.

e Gilbert Strang: Linear algebra and its applications, Thomson Brooks/Cole,
2006.
I den fgrste af disse er fremstillingen relativt tet pa tankegangen hos [SA].
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Hjemmeforberedelse til 1. gang. Las forst kapitel 1.A—B i [SA] som en optakt,
og sammenlign hvad der star om de komplekse tal C med hvad du lerte pa 1. ar.
Prgv ogsa at finde de 8 basale regneregler for vektorer i R™ i din bog fra forste
studiear.

Forsgg dern@st at l&se om emnerne 1 afsnittene 1.A—1.C i [SA]—sat gerne
en streg i margin ud for de ting du gar i sta ved. (Narlaesning ferdigggres efter
forelesningen).

Forste gang, onsdag den 5. september Kkl. 8.15-12. Fgrst mgdes vi kl. 8.15 til
forel@sning 1 auditorium 5.034, hvor jeg farst siger lidt om kursets organisering.
Dernzst tager vi fat pa stoffet, hvoraf jeg stiler mod at na hele kapitel 1 frem
til k1. 10 (med vaegt pa det der er nyt i sammenligning med fgrste studiear).
Det er fgrste gang, sa vi har en kort seance med regnegvelser kl. 10-11 i:

Vektorrum: Bestem forst ¥ + ¢ og (3 + 1) nar vektorerne er givet i C* som

1 ~1
F=1 i |, g=[1+i
1+2i —4i

Med sedvanlig addition og skalarmultiplikation, afggr om {(z,0) | z € R}
er et vektorrum over R. Er {(z, 1) | z € R} ? Eller {(2,2) | x > 0} ?

Modsat vektor: Er det korrekt at —(—%) = ¥/ ?

Nulreglen: Nulreglen udsiger at
ai=0 < a=0ellerv=0.

Bevis den implikation, som Axler forbigar. NB: Retfaerdigggr hvert argu-
ment ved at henvise til axiomerne for vektorrum pa side 12.

Underrum: Afggr om de fplgende delmangder af C? er underrum:
{(21,22,23) €C* | 21 + 22, + 323 =0}
{(21,20,23) € C?| 2y + 220 + 323 =4}
{ (21, 22,23) € C? | 212923 =01}
{(21,20,23) €C?*| 21 =523}

Sum af underrum: Antag at U er et underrum af V. Hvad er da definitionen af
U + U ?Er udsagnet U + U = U sandt eller falsk ?

Klokken 11.15 mgdes vi (ekstraordinzrt) igen i auditoriet 5.034, hvor jeg vil
fortaelle om polynomier efter kapitel 4 i [SA] . Antageligt nar vi side 120-125 og
en anvisning pa hvordan man foretager polynomiers division.

Hjemmeopfglgning. Nerles de gennemgaede afsnit 1.B—1.C i detaljer—brug pa-
pir og blyant til at kontrollere udregningerne/levere de manglende udregninger !
Regn sa resten af opgaverne ovenfor.
Dan dig dernast et overblik over kapitel 4.
Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 23. august 2018

Oversigt nr. 2

I bgr nu nerlese hele kapitel 1 plus side 120-125 hjemme. Og dernst forsgge
at regne nedenstaende opgaver til 2. kursusgang: Hvis I kan det, vil det vere
fint(!).

Hvis I ikke kan, sa vil I til gengaeld vere klar til at bede om hjalp til dem
straks fra gvelsernes begyndelse !

2. gang, torsdag den 6. september k1.8.15-12. Ved dagens forel@sninger vil vi
stile mod at na igennem kapitel 2 iht. programmet.
Vi vil ga kortfattet gennem 2.A, sa repeter hjemmefra begreber fra 1. ar som

e linearkombination
e spand af vektorer, span(vy, ve, . .., Ug)
e linezr (u)ath@ngighed.

Dagens gvelser vedrgrer:

Polynomiers division: Divider p(z) = 2° — 822 + 192 — 12 med s(z) = = — 3.
Undersgg sa om z = 4 er rod i p(z).

Vektorrum: Regn 1.B.3 og 1.B.4 til at belyse axiomerne for vektorrum i 1.19.

Eventuelt opgave 1.B.5* (for de ngrdede).

Eksempler: Afgor om {(,%, ") | a,b € R} udstyret med sdvanlig addition

og multiplikation med tal af 2 x 2-matricer udggr et vektorrum over R.

Fortset med at vise at V' = {(x1, v, 23) € R3 | 11 — Txo + 323 = 0} udger
et reelt vektorrum. (Vink: Hvad er den smarte indfaldsvinkel ?)

Underrum: Regn 1.C.3,1.C4,1.C.5, 1.C.6,1.C.9.
Modeksempel: Gennemsku opgave 1.C.7 og fortset med 1.C.8.
Direkte summer: Lav 1.C.20 og 1.C.21. Eventuelt 1.C.24*.
Bevis-opgaver: Regn opgaverne 1.C.10, 1.C.19 og 1.C.23.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 6. september 2018

Oversigt nr. 3

Idag naede vi alt det nye i kapitel 2 i [SA], dog panzar 2.34 og 2.43.
Forslag: Narlas selv beviset for “2.29 Criterion for basis”. Luk bogen. For-
muler 2.29 med papir og blyant—og nedskriv selv et bevis for 2.29 pa dansk.

NB. Tallene a4, ..., a, 1 formel 2.30 kaldes v’s koordinater med hensyn til
basen B = (vy,. .., v,). Disse organiseres oftest i en sgjle kaldet [v]g:
ai
wp=1]:]. )
Qn

3. gang, onsdag den 12. september. Vi runder 2.B+C af med sa&tn. 2.34 og 2.43.
Dernzst gennemgar vi mest muligt af 3.A-3.C, som bgr se ret velkendt ud.
Dog vil vi nu fokusere pa linecere afbildninger, da disse udggr det mere funda-
mentale begreb. Lag f.eks. marke til at matricerne fgrst kommer 1 3.C.
Som opgaver tager vi disse:

Underrum (nemme): Med C(/, C) betegnes mengden af komplekse funktioner
f: I — C, der er kontinuerte (I C R et interval). Godtggr at C'(I,C) er et
underrum af C’ —er C'(I,R) ogsa et vektorrum ?

Linezer (u)afhangighed: For hvilke tal A\ € R er sattet ((ﬁ) , <:)\1> , (:j ))
linezert athengigt i R3 ?
Og for hvilke ) er sttet (sin® z, cos(2z), \) lineert athengigt i C(R, R) ?
Regn sd 2.A.7. (Nem!: Opskriv en lineer relation mellem vektorerne, .. .)

Forts@et med 2.A.8 og 2.A.11 (brug en s&tning). Evt. 2.A.5%.

Basis: Visat v, = ( %), Vg = @), vz = (—il) udger et lineert uathengigt set

i R®>—brug gerne raekkeoperationer.

Godtggr sd at B = (vy, vy, v3) endda er en basis for R3. Find koordinatsgjlen
[w]p for w = (1, —2,5) mht. denne basis, jevnfgr (1).
Dimension: Bestem dimensionen af C3 (nem). Eftervis at C* er frembragt af

vektorerne v; = (g), Vg = (é), V3 = (i) (nem).

Bevis eller modbevis: (vy, v9, v3) udggr en basis for C3.

Udtynding til basis: Vis at (1,1,0), (0,1,1), (1,—1,—2) og (1,0,1) udger et
frembringerset for R?. Udtynd dernest sattet til en basis for R? ved at
bruge metoden fra beviset for Udtyndingss@tningen 2.31.

Uendeligdimensionale rum: Lav 2.A.15. Forts@t evt. med 2.A.14%; og 2.A.16*.

Bevis-opgaver: Regn 2.A.1. Ga videre med 2.A.6.

Med venlig hilsen
Jon

INB: “nem” = “et kort svar er muligt”



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 17. september 2018

Oversigt nr. 4

Sidste gang naede vi gennem afsnit 3.B. Dog ma I selv lese de sma ting i
3.23-24; og gerne side 65-66 for at skabe en solid bro til linear algebra fra 1. ar.

Hjemmeforberedelse: Las resten af kapitel 2 grundigt igennem, check detal-
jerne med papir og blyant. Regn dernast fglgende (uden at kigge i kapitel 2):

Sandt/falsk: Bevis eller modbevis fplgende for det reelle vektorrum V = R*:

(a) dimV = 4.

(b) span((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1) = V.

© ((1,1,0,0),(0,1,—1,0),(0,0,1, —1), (=1,0,0,1)) er et lu-szt i V.

(d) Ethvertset (vy,...,v,) af fire vektoreri V, sddan at span(vy, ..., vy) =
V, er linezrt uafth@ngigt.

(e) For hvert par vy, v af lineart uath@ngige vektorer i V' eksisterer der
vektorer v og w i V' sddan at (vy, vo, u, w) er en basis for V.

Les dernast kapitel 3A+B——check detaljerne med papir og blyant.

4. gang, onsdag den 19. september. Fgrst gennemgar vi resten af kapitel 3.C—
3.D, dog lidt summarisk i 3.C, da noget vil vaere tet pa et gensyn fra basis.
Dernzst tager vi hul pa kapitel 5.A om egenvaerdier mm. (dog forbigas emnet
kvotient operatorer pa side 137).
Ved gvelserne ser vi pa fglgende emner:

Supplering til basis: Lav fgrst 2.C.1 med afsat i 2.26.
Ga videre til 2.B.3; ad (c): inddrag 2.34. Hvad er dim U ? Lav si 2.B.4.
Prgv ogsa 2.C.4 om P(FF), og angiv dimensionen af U. (Vink: Get en basis
med 4 vektorer for U, og brug 2.C.1 til at bevise at du har gattet rigtigt.)

Grassmanns dimensionsformel: Brug formlen i 2.43 til at regne 2.C.12 (nem).
Lav dernast 2.C.13.

Linearitet: Vis at man som alternativ definition af linearitet kunne bruge formu-
leringen: 7': V' — W er line@r hvis der for alle u,v € V og \,u € F
galder at T'(A\u + pv) = XTu + pTv.

Udled at T'o S er lineer, nar S: U — V og T: V — W begge er linezre
afbildninger. Find stedet hvor dette faktum star skrevet i [SA] !

Regn sa opgave 3.A.1 (nem). Dernzst 3.A.3 (brug en basis).
null og range: Gennemsku 3.B.2 !

Bevis-opgaver: Lav fgrst 2.C.15 (nem). Fortset med 2.C.16%*.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 24. september 2018

Oversigt nr. 5

Vi ndede sidste gang at ferdigggre til og med afsnit 3.D i [SA] om isomorfe
vektorrum. I beviset for (b) = (c) 1 hoveds@tningen 3.29 benyttes opgave 2.C.1
(stiltiende hos Axler!).

Eksemplet i 3.70 blev ogsa gennemgaet for at illustrere reekkevidden af 3.29.

5. gang, tirsdag den 2. oktober. Vi begynder med at gennemga kapitel 5.A
om egenvardier og -vektorer samt egenrum for linezre operatorer (endomorfier).
Repeter disse begreber inden forelasningen.

Da afsnit 5.B er noget tungt, bedes I ogsa se nermere pa side 147, 150, 152
om gvre trekantsmatricer (hvad er det >—hvorfor har de interesse ?).

Dernzast fortsetter vi i 5.C om diagonalisering af operatorer.

Opgaverne tager vi indenfor emnerne:

Linearitet: Regn 3.B.3 (nem). Fortset med 3.B.9+10.

Inverterbarhed: Hvilken sztning i bogen tillader en at slutte at 7~ eksisterer
netop nar matricen M (7)™ eksisterer ? Hvordan ser man dernast at

Brug dette til at vise: 7' € L(V, W) og S € L(W, V) opfylder ST = I hvis
og kun hvis 'S = I. (NB. dim V' = dim W er ngdvendigt, se 3.59.)

Nulrum: Begynd med 3.B.15. Forts@t med 3.B.13.
Dimensionssatningen: 3.B.6+22+23.

Matricer: Lad T vere den operator pa C? der er givet ved
T(x,y,z) = (1y,x+2iy + z, (1 +1)2).

Find sa standard matricen for 7.

Betragt sa basen ((1, 1, 1), (1,1,0),(1,0,0)) for C*: Find da matricen M (T')
mht. denne basis.

Fortset med 3.C.2 og 3.C.6%*.
Injektiv/surjektiv/inverterbar: Regn 3.D.1+9 og 3.D.13.
Isomorfi: Regn 3.D.14 og 3.D.8*.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 3. oktober 2018

Oversigt nr. 6

Igar ndede vi 5.A og 5.B samt 4.13 og 4.14 om faktorisering af polynomier.
Pa opfordring kommer her et Igsningforslag til bevis-opgaven 3.D.14. Dette er
for at I kan se et eksempel pa, hvordan det kan ggres.

Forslag. I 3.D.14 betragets den line@re afbildning 7': V' — F”, der sender enhver
vektor v € V over i sin koordinatsgjle mht. en given basis B = (v, ..., v,) for V;
dvs. Tv = [v]g = [c1 ... c,|T ndrv = ¢yvy + - - - + ¢, v,,. Afbilningen er liner, for
hvisw = dyv; + - -+ dyv, sderv+w = (¢g +dy)vy + - - - + (¢ + dy) vy, hvilket
viserat T (v+w) = [v+w|g = [c1+dy .. .cpt+dp)T =[c1. .. cp)T+[dy ... dy)T =
[v]g + [w]g = Tv + Tw. Tilsvarende ses at T'(av) = aTv. Hvis Tv = 0 sd er
alle v’s koordinater lig nul, men sa er v jo nul. Derfor er 7" injektiv. Givet u € F",
sderu = [a;...a,)" for visse skalarer a;, og derfor kan vi betragte vektoren
v = a1v; + - -+ + a,v,. Fordi v’s koordinater er entydigt bestemte viser dette
at [vlg = u, dvs. at T'v = u. Dermed er T" surjektiv. I alt ses at 7" er line@r og
inverterbar; 7" er derfor en isomorfi, som gnsket.

Vedr. beviset for 5.30. I [SA] skal symbolet “dim” fjernes 1 bevisets 5. sidste linie.
Det er en meningsforstyrrende trygfel.
Som lovet bringes en forsimpling af bevisets anden del vha. kontraponering:

To prove the other direction, suppose that M(7) in 5.31 has \; = 0
for some j € {1,...,n}. From the zeroes in the j*" row of 5.31 it then
follows that 7" maps U = span(vy,...,v;) into span(vy, ..., vj_1),
which is a proper subspace of U (equalling span( ) = {0} if j = 1).
Thus T'|y: U — U is not surjective, hence not injective (by 3.61).
Consequently 7' itself is not injective, and therefore not invertible.

6. gang, torsdag den 4. oktober 2018. Stoffet til dagens forel@sning bliver fgrst
fremmest kapitel 5.C om diagonalisering af operatorer. Siden 6.A+6.B (dog ikke
side 187-189) om indre produkter og normer, ortogonalitet mm.

Opgaverne til gvelserne:

Egenvardier: Begynd med 5.A.30 (den er sgd: Hvad gelder om A = 9 ?). Fort-
set med 5.A.7,5.A.21, 5.A.13%, 5.A.23*.

Egenvektorer: 5.A.9.

Invariante underrum: Regn 5.A.2+3+4 (nemme).

Ovre trekantsmatricer: Regn bade 5.B.14 og 5.B.15. Forsta ogsa kommentaren
til opgaven !

Operatorer indsat i polynomier: Regn 5.B.2—brug ideen fra beviset for 5.21.
Desuden 5.B.10 (nem) og 5.B.11; samt 5.B.5.

Med venlig hilsen
7 Jon



MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 4. oktober 2018

Oversigt nr. 7

1. selvstudium, 8. oktober. Her skal I studere Cayley—Hamiltons s@tning, der er
en klassisk hovedsa&tning i line@r algebra.

Bemark at vi i dette emne skifter til 2. udgave af “LA done right”, hvor den
star som s&tning 8.20. Se filen i moodle. Beviset i 8.20 i 2. udgave er mere til-
gangeligt (end det som er givet for 8.37 1 [SA]).

I skal som sadvanlig tage udgangspunkt i, at for en n x n-matrix A er det
karakteristiske polynomium p(z) givet ved at p(z) = det(A — zI). Det er et
polynomium, der kan vises altid at have graden n. Opgaverne? til jer er:

(1) Set A = (13). Godtggr at A’s karakteristiske polynomium er givet ved
p(2) = det(A — zI) = 2% — 5z — 2. Brug dette til at verificere, at udsagnet i
Cayley—Hamiltons s@tning, nemlig at p(A) = 0, er korrekt i dette tilfeelde.

(2) Nerstuder beviset for 4.14 i [SA]. Konkluder sa at A’s karakteristiske po-

lynomium p(z) har precis n rgdder z = Ay, ..., z = A, i den forstand, at
p(z) har en faktorisering pa formen
p(z) =c(z = M)z = A2) ... (2 = \p). 2)

(Faktoriseringen er entydigt bestemt panar omnummerering af faktorerne.
Xerne er ikke ngdvendigvis forskellige. ¢ er koefficienten til 2" i p(2).)

(3) Skriv nu rgdderne i p(z) som indbyrdes forskellige tal z = Ay, ..., 2 = A,
hvor altsa m < n er en mulighed. Indse, at p(z) da har faktoriseringen
p(2) =c(z = M) (2 = X)) . (2 = Aa) ™, (3)
hvorved d; er antallet af gange tallet \; optraeder i faktoriseringen (2). Tallet
d; kaldes multipliciteten’af egenveerdien \;.

Dette erstatter definitionen midt pa side 171 i anden udgave af bogen.

(4) Regn eksemplet i formel 8.16 side 171 efter: Opskriv matricen A = M(T')
og check at A = 0 har multiplicitet 2, mens A = 5 kun har multiplicitet 1.

Fortsat evt. med eksemplet i 8.17 side 171. (Se evt. vinket under 8.19.)

(5) Forklar i detaljer hvorfor Cayley—Hamiltons s@tning kan konkretiseres til
atderi £(V') geelder at

p(T) = (T = MI)(T = Mol) ... (T = A1) = 0. 4)

(Vink: Kombiner ligning (2) ovenfor med bevisideen i s&tning 5.21 i [SA].)

?Benjamin har lovet at bista jer et par timer om eftermiddagen.

31 formlen (2) siges egenvardierne at vere talt (egl. nummereret) med multiplicitet. Til sam-
menligning er egenvardierne i (3) ikke talt med multiplicitet; derimod fremgar multipliciteterne
af eksponenterne dy,.. ., d,.



(6) Godtggr, at rekkefglgen af faktorerne (7" — A, 1) er ligegyldig i punkt (5).
(Vink: Udnyt s@tning 5.20 1 [SA].)

(7) Tag fat pa beviset for Cayley-Hamiltons sa@tning s. 173 i anden udgave:
Kontroller pastandene der leder op til formel 8.21.

I 8.21 mangler visse parenteser for j < n i sammenligning med faktorise-
ringen i punkt (5) ovenfor (ikke sandt ?)—indse at formel 8.21 medfgrer at
p(T)v; = 0, sdledes at 8.21 alligevel er tilstrekkelig.

(8) Ibeviset optreder ordet “induction”. Dette er lidt misvisende, da der kun er
endeligt mange vardier af indekset j. Tenk over at “in finitely many steps”
ville vare en mere passende beskrivelse af bevisgangen.

(9) Kontroller nu resten af detaljerne i beviset. Skriv for eksempel (7' — A;1)v;
op som en konkret linearkombination af vektorerne vy, ..., v;_;, og brug
dette til at forklare hvordan “induktionhypotesen” konkret inddrages i bevi-
sets sidste 2 linier.

(10) Sidst men ej mindst: Brug 5 egenskaber ved isomorfien M: L(V) — F™"
(for et vilkarligt, men fast valg af basis i V) til at vise, at der for matricen
A = M(T) geelder det analoge resultat at

p(A) = (A= 1) (A=Xa1y) ... (A=A 1,) =0 i vektorrummet [F™".

&)
(Vink: Anvend afbildningen M pa begge sider af ligningen p(7") = 0.)

Cayley—Hamiltons s@tning kan inddrages—gerne med et renskrevet bevis !—i
jeres projekter ogsa.

Faktoriseringerne af p(z) ovenfor og begrebet multiplicitet vil fra nu af indga
som centrale sager i resten af LAMA.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 8. oktober 2018

Oversigt nr. 8

Sidste gang naede vi til og med side 168.
Hjemmeforberedelse: Se venligst Axlers videoer om indre produkt, normer og
ortnormale baser. Jvf. mail fra fredag den 5/10.

7. gang, tirsdag den 9. oktober. Vi forts@tter gennemgangen af kapitel 6 1 [SA].
Ved forel@sningen vil jeg prgve at fokusere pa de dele som Axler ikke daekker i
videoerne (det er nogle af de mere komplicerede ting).
Opgaver 1 emnerne:
Diagonalisering: Fibonacci-tallene F;, er 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,... (kendt
f.eks. fra “da Vinci mysteriet” af Dan Browne). Indse fgrst, at talfglgen (£),)
kan fas ved gentagen anvendelse af 7" fra opgave 5.C.16 pa (0, 1).
Regn dernast 5.C.16 ved at benytte definitioner og s@tninger fra [SA]. Til-
legsspgrgsmal: Er T' diagonaliserbar ?

Fglg op* med at vise at Fibonacci-fgljen —hgjst overraskende—opfylder at
F, 1 5
+1 S, = + \/_
F, 2
Vink: Analyser 7"(0,1) via koordinaterne ¢y = % for v = (0,1) mht.

for n — oo.

. A . . —nm
basen i (c); udnyt at )H‘ < 1tilat vise at A\;"77"(0,1) — \/Lg(l,)ur).

A, er “det gyldne snit”, som har vaeret kendt siden oldtiden: Det er forholdet
mellem de to kanter x og y i et rektangel, som er naturligt i den forstand at
% = %; dvs. at mindste kant, x, forholder sig til den stgrste, som denne
forholder sig til summen.

Indre produkt: Regn 6.A.14+2.

Udled polariseringsidentiteterne i opgave 6.A.19+20. (Skal bruges senere i
kurset.)

Norm: Normer er defineret i 6.A.21. Vis fgrst at R? har en norm givet ved
[(@1, z2)|| = |21| + |22l
(Denne er af oplagte grunde kendt som Manhattan-normen !).

Vis at denne norm ikke opfylder parallelogram identiteten.

Regn sa 6.A.21%.

Ortonormale baser: Bestem en ortonormal basis for null 7', nar T" er givet ved
den 4 x 4-matrix hvori alle indgange er lig med 1.

Ortogonal komplement: Vis pistanden om at U; C U, medfgrer Us- C Uy,
Giv dernast et bevis for 6.50.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 10. oktober 2018

Oversigt nr. 9

Idag ndede vi til og med side 186 i afsnit 6.B og 6.45+46 i afsnit 6.C.

8. gang, torsdag den 11. oktober. Her vil vi fgrst og fremmest gennemga resten
af 6.C.

Desuden vil vi se pa basis- og koordinatskifte. Axler skriver en smule om
det i 10.2-10.8, men jeg vil basere fremstillingen pé fglgende formel, hvor B =
(v1,...,v,) tenkes at vere en basis for V:

v:(vl...vn)[v]B. (6)

Bemerk at skalarerne i (koordinat)sgjlen [v]p skal skrives til venstre for vektorer-
ne i (vektor)reekken (v . . . v, ), nar reekke-sgjle multiplikationen udfgres.
Desuden vil vi omtale permutationsformlen for determinanter i 10.33, som
tiden tillader det.
Opgaverne bliver:

Ortogonalt komplement: Regn opgaven derom fra oversigt nr. 8 (hvis du ikke
har naet den idag).

Geometri: Regn fgrst rhombe-opgaven 6.A.4 (nem). Forts@t sa med forside-
opgaven 6.A.31.

Indre produkt: Lav 6.A.24 (nem). Snup ogsa 6.A.25.

Cauchy-Schwarz: Opgave 6.A.15 kan gennemskues ved at gange med et snedigt
1-tal !

Regn sa 6.A.11. Eventuelt 6.A.12%*.

Parallelogramidentiteten: Regn 6.A.16 (nem).

Gram-Schmidt ortonormalisering: Lav fgrst 6.B.5. Fortset med 6.B.6 (nb: in-
gen udregninger !).

Diagonalisering: Regn fgrst 5.C.11 (nem). Brug sa den teoretiske viden til at
lave 5.C.8 og 5.C.7 (nemme).

Fortsaettelse fra oversigt 8: Lad igen 7" vaere givet ved den 4 x 4-matrix A
hvori alle indgange er lig med 1. Udled nu at dim £(0,7) = 3, og slut sa
heraf at dim E(4,T) = 1; samt at der ikke er andre egenverdier for 7" end
A = 0 og A\ = 4. Bestem sd en ortonormal basis for C* med hensyn til
hvilken M (T') = diag(1,1,1,4) = D. Find endelig en 4 x 4-matrix P som
opfylder A = PDP~L,

V3 _ 3

V2 V2 V21 _ V2 V2 0O 0
2 2 2 2 2 2
V2 0 o L V2 V2
o : 2 -1_pr_ [ —-% 0% 0
Facit: P = Y. B ,mens P~ = P+ = vy o
2 2 2 2
1 1 1 1
00 ¢ 2 2 2 2
Med venlig hilsen

Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 11. oktober 2018

Oversigt nr. 10

I dag gennemgik vi skift af baser i almene vektorrum. I kort form fandt vi ved
overgang fra en basis 5 = (vy,...,v,) til en ny basis C = (wy, ..., w,) for V, at
der er en inverterbar basisskifte-matrix S givet ved

(V109 . .. v,] = [wWyws . . wy,]S. (7)
Denne matrix S virker sa ogsa som koordinatskiftematrix og ved matrixskifte, idet

[ule = Sluls foralleu € V, (8)
[T)e = S[T)pS™" foralle T € L(V). )

Som supplement sa vi at S = M(I; B,C); jvf. (7). Desuden er notationen for 7”s
matricer at [T'|z = M(T; B, B) og [Tz = M(T;C,C).
Dette brugte vi til at udlede matrixversionen af Schurs s@tning:

6.38°. For enhver matrix A € C™" findes der en inverterbar matrix S i C™", som
opfylder at @ = SAS~! er en gvre trekantsmatrix.

I beviset anvendes 6.38 pa T'(x) = A-x 1 L(C"); det giver en gvre trekantsma-
trix @ = [T|¢ for T' mht. en passende valgt o.n.b. C for C". Ved at lzese B som den
naturlige basis for C", og A som [T, sa giver (9) netop formlen @ = SAS™1.

Dernast gennemgik vi resten af kapitel 6, inklusive side 187-189 om funktio-
naler (til gengeld intet om determinanter).

9. gang, onsdag den 24. oktober. Her vil vi pabegynde kapitel 7A+B i [SA] om
spektralscetningen. Denne store hovedsetning udsiger, at en operator 7' € L(V)
er ortogonalt diagonaliserbar hvis og kun hvis 7" er normal (dvs. 71" = TT™).

Koordinatskifte: Find matricen A = [D]g for operatoren D givet ved diffe-
rentiation i V' = P,(C), idet B = (1, z, 2?) betegner den naturlige ba-
sis for P»(C). Find s& matricen S, som skifter koordinater til basen C =
(2%, (z — 1)2, (2 — 2)?). Bestem endelig matricen B = [D] via (9).

Bevis at for enhver inverterbar matrix S er sattet (vy, . .., v,) defineret ved
(7) en basis. (Vink: Prgv at gange med en s@jle af skalarer og s@tte lig 0.)

Ortogonalitet: Antag at V' er et indre produkt rum med o.n.b. £ = (ey,...,€,).
Udled da feerdige formler for [u]¢ og [T']¢ samt for skiftematricen S i (7) og
(9) nér (wy, ..., w,) ogsa er en 0.n.b.

Ortogonalt komplement: Diskuter i gruppen hvorfor formlen (6.52) er triviel.
Afklar dern@st hvordan den ortogonale dekomponering i 6.47 giver den
omvendte inklusion (nb: snurrigt!).

Regn sd 6.C.1+3+4.
Ortogonal projektion: Regn 6.C.5 og 6.C.8.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 24. oktober 2018

Oversigt nr. 11

Idag gennemgik vi afsnit 7.A.
Bemark at setning 7.10 kan formuleres pracist som

M(T") = M(T)*, (10)

idet den adjungerede matrix M (T')* fas ved at transponere og konjugere M (T).
Dette er dog kun rigtigt, nar matricerne beregnes med hensyn til en orfonormal

basis. Mere pracist, for enhver ortonormal basis £ = (eq, ..., e,) for V, sa gelder
for alle operatorer 7' € L(V) med at [T']¢ = (a;;)i=1,....n, j=1,...n) at
[T"e = [T)¢ = (@j7)iz1,..n, j=1,..n-

Mere alment gelder det tilsvarende ogsa for 7" € L(V, W).

10. gang, tirsdag den 31. oktober. Her gennemgar vi kapitel 7.B om den reelle
og komplekse spektrals@tning 7.24+29 samt ortogonal diagonalisering.
Opgaverne tages i emnerne:

Adjungeret operator: Lav fgrst 7.A.1. Brug sa definitionen af den adjungerede
til at regne 7.A.2.

Selvadjungerede operatorer: Eftervis at 7*7 — T er selvadjungeret for alle
T e L(V).

Hvilke af fglgende matricer er selvadjungerede ?

0 0 1 7-1i ~11  3+4i 5-6i
(I 7), 1 i 5 |, |-3-4i 7 8-09i
7 5 54Ti 6i+5 9i+8 -1

Analyser sa om enhver operator 7" € L£(V') opfylder
T=R+iS forpassende valgte R = R*, S = S*.

Normale operatorer: Hvilke af fglgende matricer er normale ?

0 0 1 7 2 3+4i 5
(I 7), -1 1 -5], o 7 —2i
—7 5 Ti 0 0 -2

Lav ubetinget 7.B.15 ogsa !

Ortogonal diagonalisering: Hvilke af de ovenstaende matricer er ortogonalt di-
agonaliserbare ?

Ortogonal komplement: Regn 7.A.3. Fortset med 7.A.4, eventuelt 7.A.5.

Med venlig hilsen
13 Jon



MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 1. november 2017

Oversigt nr. 12

Forslag til besvarelse. Pa oversigt nr. 10 skulle man afklare om enhver operator
T pa et komplekst indre produkt rum V' kan skrives pa formen 7' = R + iS5 for
passende valgte selv-adjungerede operatorer R og S pa V.

Analyse: Formlen medfgrer at T* = (R +1S5)* = R* +1S* = R —i S pga.
reglerne for adjungering. Ved addition ses sa at 7"+ 7™ = 2R, mens subtraktion
giver T—T* = 21 5. Eneste mulighed er altsd R = 3(T+7%) og S = - (T —T"*).

Syntesen: Indfgrer vi R og S'i £L(V') ved formlerne ovenfor, sa giver addition
at R+1S = T, og da regnereglerne for adjungering giver R* = R hhv. S* = S
(verificer!), sa har disse valg af R og S de gnskede egenskaber. (NB. I analogi med
komplekse tal bruger man ogsd notationen Tre = 5(T+17) 0g Tiy = 5 (T—T7).)

Sidste gang gennemgik vi (en eksamensopgave og) afsnit 7.B til og med 7.26.
Vi fik formuleret og bevist Spektrals@tningen 7.24. Den udsiger at T' € L(V)
er normal (dvs. T*T = TT*), netop nar T' er ortogonalt diagonaliserbar (dvs.
at V' har en ortonormal basis af egenvektorer for 7'). For F = C bruges ogsa
betegnelsen uniteert diagonaliserbar.

Dog ender beviset for at (¢c) = (a) noget komprimeret i [SA]. Som sagt, sa
fglger T*T = TT* af at matrixtilordningen 7" — M (T') er injektiv som afbildning
L(V) — C™", hvilket er klart da den er en isomorfi (jvf. 3.60 i [AX]).

11. gang, onsdag den 7. november. Her forts@ttes med den reelle spektrals@tning
7.29, som udsiger at pa komplekse indre produkt rum er ortogonal diagonalisering
ensbetydende med at operatoren 7" er selvadjungeret; 7" = T
Desuden ser vi pa isometrier i afsnit 7.C, idet vi dog vil erstatte det meste af
et lidt uddybende notes®t (se min web-side) om unitere/ortogonal operatorer og
matricer. Disse benyttes i praksis nar man udfgrer en ortogonal diagonalisering.
Opgaverne bliver denne gang:

Selvadjungerede operatorer: Lav 7.A.7 (nem den ene vej, nem den anden vej).
Siden 7.A.6 (tricky!).

Regn dernast 7.A.849. Bemark forskellen.
Spektralseetningen: Regn fgrst 7.B.4. Lav dernast 7.B.5.

Fortset med 7.B.6 og 7.B.7*.

Spektralfremstilling®*: Bevis at enhver normal operator 7" € £(V') med de ind-
byrdes forskellige egenverdier Ay, . .., A, har en fremstilling

T =XMP+ -+ AnPr, (11)

hvorved P; betegner ortogonalprojektionen pa egenrummet £'();, T'). Bevis
ogsa at fremstillingen er entydigt bestemt paner ombytning af leddene.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 7. november 2018

Oversigt nr. 13

2. selvstudium, den 12. november: Kvadratrgdder af Positive Operatorer.
Temaet er, at | skal lere at “tage kvadratroden™ af en positiv operator, og at
spektrals@tningen er et meget bekvemt hjelpemiddel hertil.

Allerfgrst: For en operator 7" pa et indre produkt rum V' af dimension n € N
siges R € L(V) at veere en kvadratrod af T' dersom

R*R=T. (12)

I det simple tilfelde at V = R ved vi jo godt at v/ kun er defineret for ¢ > 0.
Derfor ma vi ogsa forvente at fa brug for et positivitetsbegreb for operatoren 7"

Definition 7.31. En operator T' € L(V') kaldes positiv dersom T* = T og
(Tv,v) >0 foralleveV. (13)

[ sd fald skrives T' > 0.
Dagens opgaver er fglgende:

(1) Lav fgrst en analyse: Vis at hvis 7" har en kvadratrod R, som definereti (12),
sa geelder ngdvendigvis at 7" = T og at T > 0; jvf. (13).

(2) Ogsatil syntesen: Nar V' = C" og T'v = Aw, hvor A4,, ,, betegner 7”’s matrix
mht. den naturlige basis, sd sgger vi R, ,, sddan at R*R = A.

Begynd med tilfeldet A = diag(Ay,...,\,) =: D er en diagonalmatrix.
Hvad skal der her galde om tallene Ay, ..., \, forat D* = Dog D > 0?
Kan du for sadanne D bestemme B, ,, sadan at B*B = D ?

Vis nu for almene A opfyldende A* = A og A > 0 at der eksisterer en
kvadratrod af A, dvs. R, ,, opfyldende R*R = A. (Vink: Faktoriser A; husk
at S'i(9) kan valges sddan at S* = S~ 1)

(3) Og sa det almene tilflde: Las beviset for 7.35 om at positivitet af 7" er
@kvivalent med eksistens af en kvadratrod. NB: Det er klart at R* = R fordi
M(R) = diag(v/Ay, - . ., VA, )—men brug ortonormaliteten til at skrive ud
i alle detaljer hvorfor (Rv,v) > 0, sa I far bevist at R er positiv.

(4) Les 7.36 om at den positive kvadratrod i 7.35 (c) er entydigt bestemt, s den
kan betegnes med /7. Indse, at €?+/T ogsé er en kvadratrod nar 6 € R.

(5) Nedvarmning: Verificer at man for F = C kan ngjes med at skrive selve
uligheden i Definition 7.31: Det fglger da at T = T (vha. polarisering).

Gennemregn 7.34 i [SA]. Eksemplet viser at 7' > 0 ikke er ngdvendigt, nar
man mere naivt blot kraever at R? = T (uden *) som i 7.33 i [SA]. Morale:
Kvadratrgdder bgr defineres som i (12), hhv. ved (e) 1 7.35.

Med venlig hilsen
Jon

4Ved problemer: Spgrg i nabogruppen, eller evt. mig via mail, eller naste kursusgang 14/10.
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 7. november 2018

Oversigt nr. 14

I dag fik vi bevist den reelle spektralsaetning og set pa eksemplet 7.30. Desuden
fik vi diskuteret emnet isometrier fra 7.C, idet vi dog fulgte noterne [Un].

12. gang, onsdag den 14. november. Vi gennemgar fgrst side 3—4 i [Un].
Dernest ser vi pa den sakaldte singulere verdi dekomposition (SVD) i afsnit 5
af notesattet [AJ]. Groft sagt giver SVD svaret pa spgrgsmalet:

Hvad ggr man nar matricen A ikke er diagonaliserbar ?

Dagens opgaver vedrgrer:

Uniteere matricer: Vis at at det(U)det(U) = 1 nar U, , er uniter (nem), sadan
atdet U = ¢'? for et § € R; specielt at det O = %1, hvis O er ortogonal.

Gennemsku at kravene for unitaritet, dvs. U*U = E = UU*, er ensbety-
dende med at sgjlerne i U udggr en o.n.b. for C"—og med at rekkerne i U
udggr en o.n.b. for C". (Jvf. (II) <= (IIl) <= (IV) i noterne [Un].)

To matricer A, B € C™" kaldes unitceert &kvivalente, dersom B = UAU*
for en uniter matrix U € C™". Vis at dette er en &kvivalensrelation (nem).

Positive operatorer: Undersgg om matricerne (3 g) G D G ?) giver

positive operatorer pa C2. (Nemme.)

Kvadratredder: Bestem den positive kvadratrod R = v/A af matricen

6 2+21
2—12i 4 ’

Bemerk at R pga. 7.35 skal have formen U diag(\/i, \/g)U * for at vare
PpOsitiv.

Facit:\/Z:‘/TQ(lii 111).

Ortogonal diagonalisering: Diskuter teoretisk om hver af de fglgende matricer
er unitert ekvivalent med en diagonalmatrix. Faktoriser i sa fald A pa for-

men A =UDU*:
100 o san (>0 0 2 5w
12 0], . o -1 —1—i|, [ 2 0
01 3) \B3-1 3 0 —1—i 0 v
—1—1 Vo) 0 2

Tillegsspgrgsmal: For hvilke af matricerne kan man slutte at egenrummene
i 5.41 (d) star vinkelret pa hinanden ? (Jvf. opgave 7.B.4.)

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 15. november 2018

Oversigt nr. 15

3. selvstudium: LU- og L DU -faktorisering af matricer.

Emnet er beskrevet i afsnit 2 af noteszattet [AJ], som findes pa kursets moodle-
side. Kort sagt skal I fa at se, at nar man laver raekkeoperationer (pa en totalmatrix
for et ligningssystem Az = b), s bestemmer man implicit ogséa en faktorisering af
af koefficientmatricen som A = LU, hvorved L er en nedre trekantsmatrix, mens
U er en gvre ditto.

Dette er ikke bare sjov: Det er ogsa yderst nyttigt, nar et ligningssystem skal
lgses (gentagne gange, som nar man regner pa differentialligninger) pa en compu-
ter. Denne branche kaldes numerisk linear algebra.

Har man i praksis brug for at lgse linere ligningssystemer i industriel skala,
sa anbefales det at bruge en af markedets software pakker (der har indbygget 50
ars erfaringer med at undga mulige fejl fra afrunding og andet).

Hensigten for dagens selvstudium er meget enkel: Les, ler og 1gs !

Afsnit 2.1: Las afsnittet og kontroller matrixprodukterne i (2.4), (2.6) og i linie
lige under (2.7).

Afsnit 2.2: Les afsnittet og kontroller matrixproduktet midt pa side 6.
Indse at bem@rkningen om ‘“‘gathered” gverst side 6 ikke er helt korrekt.
Vink: Se pa tallet —4 i indgang 3,1.

Afsnit 2.3: Las afsnittet og kontroller matrixprodukterne i Example 2.10.

Mere LU -faktorisering: Regn opgave 2.1 og 2.2.

Regn ogsa 2.4 for at se hvordan rekkeombytninger fgrer til LU -faktorisering
af den permuterede matrix P A; jvf. midten af side 8.

Lav ogsa PW3, PW5 og PW6.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 15. november 2018

Oversigt nr. 16

Sidste gang néaede vi at introducere SVD fra [AJ] sammen med en oversigt
over matrixfaktoriseringer; og at vise de to fgrste s@tninger i afnsit 5.

13. gang, onsdag den 21. november. Vi ggr her afsnit 5 i [AJ] ferdigt. Hvis tiden
tillader det, sa tager vi ogsa fat pa afsnit 3 om Cholesky faktorisering af matricer
(NB. Her far vi brug for LU-faktoriseringen).

Opgaverne:

Uniteer: Vis at ndr matricen U, , = [ujuz . .. u,] er uniter, s gelder det samme
om U = [eieuluz ... uy]. Er der et tilsvarende resultat for en ortogonal

matrix O = [0 ...0,] ?

Singulzere veerdier: Udled vha. setning 5.8 at der for en operator ' € L(V)
med singulere verdier s, So, ..., s, gelder foralle v € V' at

1Tl < (maxs;)[v]]

000 O

. . . : 300 O

Brug definitionen til at finde de singul@re verdier for B = 020 0
000 =3

SVD: Find bade den reducerede og den fulde SVD for ovenstiende matrix B.
(NB. Pzne tal!)

Lad A vare matricen for differentiationsoperatoren D péa P(C) mht. basen
(1, z, z%). Find sd bade den reducerede og den fulde SVD for A. Facit:

A:

oS = O

10
00
01

S O N
o = O
o O O

0
0
1

o = O

1
0
0

4 fundamentale underrum: Beregn fgrst de 4 matricer nevnt side 25-26 i [AJ]
for den 1 opgave 5.2 givne matrix.

Regn 5.1PW. Godtggr dernast pastanden om de 4 ortogonale projektioner
nevnt side 25-26.

Med venlig hilsen
Jon

18



MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 21. november 2018

Oversigt nr. 17

Idag gennemgik vi resten af afsnit 5.1-5.5 1 [AJ], dog uden at skrive s@tning
5.11 og 5.13 op formelt set. Dette overlades til Selvstudium 4. Desuden sa vi pa
en SVD-opgave i eksamensopgaven fra januar 2017.

Facit:. I opgaven med at udfgre SVD pa matricen B pa oversigt nr. 16 finder man
fglgende reducerede SVD:

(1) 8 8 3 00 1000
B=XYY"= 0 0 1 0 30 0001
0 —1 0 00 2 0100

Her kan de fgrste to sgjler af X ombyttes, hvis man ogsa ombytter de to fgrste
sgjler af Y. (Ellers kan man ikke opretholde at w; = %Avj.)

Pensum. Pensum udggres af de leste dele af de tre noteset:

e [ [SA]er det Kapitel 1, 2, 3.A-3.D, 4, 5 (dog ej kvotient operator side 137),
6, 7.A-7.C, 10.A til og med side 298, og 10.B side 311-318.

e Supplerende notes@t [Un] om unitere operatorer og matricer af 7. novem-
ber (pa mit websted).

e Afsnit 1-8 1 [AJ].

Dog er afsnit 10.B om permutationer og determinanter [SA] kursorisk (dvs. at
man skal kende begreber og resultater derfra, men bliver ikke prgvet 1 betragtnin-
gerne (=beviserne) i afsnittet).

Desuden er afsnit 7 og 8 i [AJ] kursoriske.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 26. november 2018

Oversigt nr. 18

4. selvstudium, den 26. november: Reduceret og fuld SVD af matricer.

I dagens selvstudium skal I stifte nermere bekendtskab med den reducerede
SVD: A = X>Y™*. Ved at bruge de detaljerede oplysninger i Theorem 5.11 i [AJ]
bgr I kunne bestemme X, Y og 3 for konkrete matricer A.

Desuden er der den fulde SVD: A = X¥Y;*, som er beskrevet i afsnit 5.4.
Her skal man (modsat den reducerede SVD) yderligere inddrage ortonomale baser
for A og A*—det giver sa flere indgange i matricerne, is@r en masse nuller i X.

Man kan nok godt have brug for en fremgangsmade. Den kunne se sadan ud:

(i) Beregn A*A (eller AA*) og find egenvardierne med \; > 0; afles dernast
r = rang A som antallet af disse egenveardier.

(i1) Opskriv de singul@re vardier o; = /A, for A\; > 0 og s&t ind i diagonal-
matricen Y, ,; suppler med O-blokke til ¥y € R™".

(iii) Bestem o.n.b. for V' bestdende af egenvektorer (vy,vs,...,v,) for A*A,
sadanat \; > --- > A\, >0=---=0.

IndsetiY = [vy...0; hhv. i Yy = [y ... 00 .. 0.

(iv) Udregnw; = = Av;forj € {1,...,r} ogindsati X = [w; ... w,]; suppler
med o.n.b. for r]mll(A*) til X;.

(v) Opskriv faktoriseringen A = XXY™*, hhv. A = XX Y.

Dagens opgaver. Mit forslag er at I regner fglgende (spring evt. (1) over):

(1) Prgv forst at bruge Theorem 5.11 og 5.13 til at regne detaljerne efter i
Example 5.14. Altsa: Hvor kommer matricerne fra i disse faktoriseringer ?

(2) Kontroller i Theorem 5.11 formlerne for Av;, A*w; og A* Av; samt AA*w;.
(3) Regn opgave 5.1 (facit nedenfor!). Fortset evt. med opgave 5.2.

(4) Mindste kvadraters metode: Las om hvordan SVD kan bruges her pa side
28-29; navnlig de fgrste 2 linier side 29.

(5) Les mere om anvendelserne af SVD 1 billedkompression i afsnit 8 (fine
billeder!) og om teorien bag i afsnit 7 af [AJ].

NB. Det ene facit i opgave 5.1 er TUNGT, nemlig

2 2 2 V5—-1

1 1\ [ V26+v5)  V265-V5) —3+2\/5 0 V206+v5)  1/2(5+V5)
1 0 - V51 —/5-1 3—v5 2 —v6-1
V26505 V26-5) 0 V57 \Veo—vm  V26-v5)

Bemerk at de to yderste er unitere, da de har ortonormale sg@jler hhv. rekker.
Desuden er X =Y fordi A*A = AA* her.

Med venlig hilsen
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Oversigt nr. 19

14. gang, onsdag den 28. november. Her ggr vi fgrst kapitel 5 i [AJ] helt ferdigt
ved at lere om polar dekomponeringen i Theorem 5.17. NB: Foruds&tningen gjort
i Theorem 5.17, om at matricen A skal vaere selvadjungeret, er ungdvendig!

Dernast gennemgas hovedpunkter fra afsnit 3 i [AJ]. Fokus vil ligge pa posi-
tivt definitte matricer (jevnfgr overskriften) og pa indholdet i Proposition 3.7 og
Theorem 3.11 om Cholesky faktorisering.

Desuden afsnit 3.3 om udregning af Cholesky faktorisering, hvor udgangs-
punktet er L DU -faktoriseringen i Proposition 2.7 (repeter denne!).

Som tiden tillader det, gennemregnes der ogsa nogle eksempler pa de gen-
nemgaede matrixfaktoriseringer.

Vi ser ogsa pa fglgende opgaver:

SVD: Regn opgave 5.2, hvis du ikke naede den i 3. selvstudium. Ellers 5.3PW.

Polar dekomposition: Bestem polar dekompositionen A = )S' i Theorem 5.17
i [AJ] for matricerne A og B pa oversigt nr. 16. (Vink: Udnyt at de fulde
SVD-faktoriseringer allerede kendes; jvf. oversigt nr. 17 for B.)

Positivt definit: Lgs fgrst opgave 3.1PW.

Vis s4, at for at A,, ,, har en Cholesky faktorisering (dvs. A = R*R for R
positivt definit @T-matrix), sa er det en ngdvendig betingelse, at A selv er
positivt definit.

Regn ogsa 3.1 og 3.3 som taleksempler.

Cholesky: Find Cholesky-faktoriseringen af matricen A fra Example 3.10. Facit
star i Example 3.13—check om det er korrekt !

Godtggr at matricen A = ( 0 % 0 ) er positivt definit; bestem dernast Cholesky-
))
)
1
10

faktoriseringen af A. (Facit: R = (

=== O WO
oN
S

0
0
Samme opgave med matricen B = <

Al

Med venlig hilsen
Jon
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