
Definition. Et træ er en sammenhængende graf uden simple

kredse.



Sætning 1.

En ikke-orienteret graf er et træ

hvis og kun hvis

der er en entydig simpel vej mellem ethvert par af punkter.





Sætning 2. Et træ med n punkter har præcis n− 1 kanter.





Træer med rod r.

v: et punkt i træet.

Hvis v 6= r s̊a er der en entydig nabo til v hvis afstand fra r er 1

mindre end v’s afstand fra r. Dette punkt kaldes v’s forælder.

De øvrige naboer til v (Hvis v = r: alle naboer til v.) har afstand

fra r: 1 større end v’s afstand fra r. Disse punkter kaldes v’s

børn.

Punkter uden børn kaldes blade. Andre punkter er indre.





m: positivt helt tal.

Et m-ært træ er et træ med rod hvor hvert punkt har højst m

børn.

Hvis hvert indre punkt har præcis m børn s̊a er det et fuldt m-ært

træ.

Et 2-ært træ kaldes binært.

I et ordnet binært træ kan et punkt have et venstre barn og et

højre barn.





Sætning 3. Et fuldt m-ært træ med i indre punkter har i alt

n = mi + 1 punkter.



Sætning 4. Betragt et fuldt m-ært træ med i indre punkter, `

blade og i alt n punkter.

For et fast m har vi da lineært ligningssystem med to ligninger

og tre ubekendte (som er n, i og `):

n = mi + 1

n = i + `

En vilk̊arlig af de tre variable kan vælges som fri variabel og de

andre variable kan da udtrykket ved denne.



Definition.

Lad G være en ikke-orienteret graf.

Hvis T er et træ, som er delgraf af G og indeholder alle G’s

punkter s̊a siger vi at T er et udspændende træ i G.



Sætning.

En ikke-orienteret graf G har et udspændende træ

hvis og kun hvis

G er sammenhængende.





11.5.

Lad G være en simpel, sammenhængende, vægtet graf med

vægtfunktion w : E 7→ R.

Et minimum vægt udspændende træ i G er et udspændende træ

T som opfylder at vægten

w(T ) =
∑
e∈T

w(e)

er mindst mulig.





Algoritme 1: Prims algoritme Side 766

Procedure Prim (G: vægtet graf med n punkter)

T := træ best̊aende af ét punkt

for i := 1 to n− 1

. e := kant med minimal vægt mellem

. . . et punkt i T og et punkt ikke i T

. Tilføj e og endepunkt til T

{ T er et minimum vægt udspændende træ}





Sætning. Prims algoritme finder et minimum vægt udspæn-

dende træ i en vægtet sammenhængende graf.

Bevis.

Det er ”klart” at Prims algoritme finder et udspændende træ.

Vi kalder dette træ S.

Vi viser at S har minimum vægt.

Kanterne i S betegnes e1, e2, . . . , en−1.

Kanterne tilføjes i algoritmen i denne rækkefølge.

Lad T være et minimum vægt udspændende træ.







(Prims algoritme med en datastruktur, der giver en kompleksitet

p̊a O(n2).)

Procedure Prim (G = (V,E): vægtet graf med n punkter)

T := træ best̊aende af ét punkt v1

for alle punkter u 6= v1

. if {v1, u} ∈ E then L(u) := w(v1, u) else L(u) :=∞
{For u /∈ T : L(u) = længden af korteste kant fra u til T}
for i := 1 to n− 1

. vælg u /∈ T s̊a L(u) er minimal

. T := T ∪ {u} ∪ {korteste u− T kant}

. for alle v hvor {u, v} ∈ E, v /∈ T

. . if w(u, v) < L(v) then L(v) := w(u, v)



Algoritme 2: Kruskals algoritme Side 767

Procedure Kruskal(G: vægtet graf)

sorter G’s kanter e1, . . . , em efter vægt s̊a w(e1) ≤ w(e2) ≤ . . . ≤
w(em).

T := skov uden kanter

for i := 1 to m

. if T ∪ {ei} ikke har simpel kreds then

. . T := T ∪ {ei}

{ T er et minimum vægt udspændende træ.}





Kompeksitet af Kruskals algoritme: O(m logm)

Kompleksitet af Prims algoritme: O(n2)


