8.3.

Del-0g-hersk algoritme:

Et problem af stgrrelse n deles op i et antal mindre problemer
(f.eks. af stgrrelse 5).

L#gs hver af de mindre problemer og saml deres |lgsninger til en
lgsning af det oprindelige problem.

Eksempel. Merge sort:

For at sortere en liste med n elementer ggr vi fglgende
- sorter fgrste halvdel af listen,
- sorter anden halvdel af listen og
- flet de to sorterede lister.

Hvis M(n) er antal sammenligninger, der skal bruges, sa er

M(n) = QM(g) +n.
=



Eksempel?? Binaer sggning:

For at finde z i en sorteret liste med n tal ggr vi fglgende
- afggr om x skal sgges i fgrste eller anden halvdel.
- sgg x | den pagaeldende halvdel.

Hvis f(n) er antal sammenligninger, der skal bruges, sa er

fmy=1(5) +2

Opgave: Lgs rekursionsligninger som de to ovennavnte.



Saetning 1.
Lad f vaere en voksende funktion (fra 771 til R) som opfylder

fn) =af () +e

nar b gar op i n, hvor b > 2 er et heltal, og a > 1,c > 0.

—

1. Hvis n = b*, k € Z1 og a;él sa er
X | Ly 2
f(n) = (f(1) + - )n'ogba —— =C,n ’5

a—1 (

2. Mere generelt:
f(n) er O(n!°9% ) hvis a > 1 og .

f(n) er O(logn) hvis a =1,












Saetning 2. (Master Theorem)
Lad f vaere en voksende funktion (fra 771 til R) som opfylder

) =af () +en

nar b gar op i n, hvor b > 2 er et heltal, oga > 1,¢c> 0,d > 0. S3
gelder der at

f(n) er O(n%), hvis a < v@
f(n) er O(n%logn), hvis a = b?

f(n) er O(n!°9% ), hvis a > b?.






Eksempel. Find punkt-par med mindst afstand i planen.

Lad (z1,v1),...,(xzn,yn) vaere punkter i planen. Find et par af
disse punkter, hvor afstanden er mindst mulig.

Der (g”) = ”("2_1) par af punkter. Simpel algoritme: Find afstand
mellem’ hvert par af punkter og vaelg det par der har mindst

afstand. Kompleksitet: O(n2).
Del-0g-hersk algoritme.

Lav en liste med punkterne sorteret efter voksende z-koordinat.
Merge sort O(nlogn). Sl S,

Lav en anden liste med punkterne sorteret efter voksende y-
koordinat. O(nlogn).
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Tag de fgrste g punkter fra fgrste liste. Disse punkter ligger til
venstre for eller pa en lodret linie £. De @gvrige punkter ligger til
h@gjre for eller pa linien /.

Find (rekursivt) den mindste afstand d; mellem den venstre
halvdel af punkterne.

Find (rekursivt) den mindste afstand dr mellem den hgjre halvdel
af punnkterne.

Sat d = min{dL,dR}.

Findes der et punkt i venstre halvdel og et punkt i hgjre halvdel
med afstand mindre end d 7

Disse skal sgges blandt de (hgjst n) punkter, der har afstand < d
fra £.
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Disse skal sgges blandt de (hgjst n) punkter, der har afstand < d
fra ¢.

Lad Pq,...,FPn veere disse punkter sorteret efter voksende y-
koordinat.

Det er nok at bestemme afstanden fra hvert P; til punkterne
Piy1,--s Piyr.



Lad f(n) betegne antal operationer der kraeves (efter de to in-
dledende sorteringer) for at findes minimum afstand med denne

algoritme.

Sa er f(n) = zf(g) + Cn.

f(n) er fglge Saetning 2

O(nlogn).



9.1 Relationer.

Definition. Lad A og B vaere mangder. En (binaer) relation fra
A til B er en delmangde af A x B. ~
En relation fra A til A kaldes en relation pg A.

Hvis R C A x B er relation sa skrives (a,b) € R som aRb.
a Rb betyder (a,b) ¢ R. -

£KS ﬂ:- muw,v 4 i gepe

fopith ~ ,
Rz | (MO)V(P\ A }C\LWLWW" M"M%










Definition. En relation R pa en mangde A siges at vaere

e refleksiv hvis aRa for alle a € A

—

e symmetrisk hvis aRb < bRa

e antisymmmetrisk hvis aRb ANbRa = a = b

e transitiv hvis aRb A\ bRc = aRc












Hvis R er en relation fra A til B
0og S er en relation fra B til C
sa defineres en relation So R fra A til C ved

a(So R)c< 3be B(aRbAbSc).



/ (C,C), (Clo\) }



En funktion fra A til B er en relation f fra A til B, der opfylder
at for ethvert element a € A findes der praecis ét element b € B
sadan at afb (skrives f(a) = b).

Hvis f desuden opfylder at for ethvert element b € B findes der
praecis ét element a € A sadan at afb, sa er f bijektiv.




Hvis R er en relation pa sa defineres R", n € Z1 ved
Rl=Rog R*"*1 = R"o R, for n > 1.

o= ReR
R% :’@”Q’{“R



