
Note om endelige legemer

Leif K. Jørgensen

1 Legemer af primtalsorden

Vi har i Lauritzen afsnit 2.1.1 set følgende:

Proposition 1 Lad n være et positivt helt tal. Vi kan da definere en kom-
position + p̊a

Z/nZ = {[0], [1], . . . , [n− 1]}
ved [a] + [b] = [a+ b].

Desuden er (Z/nZ,+) en abelsk gruppe.

Vi har ogs̊a i Lauritzen afsnit 2.3.2 set følgende:

Proposition 2 Lad n være et positivt helt tal. Vi kan da definere en asso-
ciativ og kommutativ komposition · p̊a

Z/nZ = {[0], [1], . . . , [n− 1]}

ved [a] · [b] = [a · b].
Desuden er ((Z/nZ)∗, ·) en abelsk gruppe hvor (Z/nZ)∗ = {[a] | gcd(a, n) =

1}.

Lemma 3 Lad p være et primtal. S̊a er

(Z/pZ)∗ = {[1], . . . , [p− 1]} = (Z/pZ) \ {[0]}.

Følgende lemma giver en sammenhæng mellem + og ·

Lemma 4 Den distributive lov gælder i Z/nZ:

[a] · ([b] + [c]) = [a] · [b] + [a] · [c],

for alle a, b, c ∈ Z.
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Bevis [a] · ([b] + [c]) = [a] · [b + c] = [a(b + c)] = [ab + ac] = [ab] + [ac] =
[a] · [b] + [a] · [c].

Sætning 5 Lad p være et primtal. S̊a er (Z/pZ,+, ·) et legeme.

Dette legeme betegnes ogs̊a Fp.
Bevis Ifølge “Note om legemer” skal vi vise at 9 betingelser er opfyldt.
Proposition 1 siger at følgende er opfyldt:

1. + er associativ

2. + er kommutativ

3. der findes et element 0 ∈ F , s̊a 0 + x = x, for alle x ∈ F

4. for ethvert element x ∈ F findes et element −x ∈ F , s̊a

x+ (−x) = 0

Proposition 2 og Lemma 3 giver betingelserne 5.–8.:

5. · er associativ

6. · er kommutativ

7. der findes et element 1 ∈ F , s̊a 1 · x = x for alle x ∈ F
(1 6= 0)

8. for ethvert element x ∈ F \ {0} findes et element x−1 ∈ F , s̊a

x · (x−1) = 1

Lemma 4 giver den sidste betingelse:

9. · er distributiv over +, dvs

x · (y + z) = x · y + x · z, for alle x, y, z ∈ F

�
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2 Hvordan foretager man beregninger i Fp?
• Addition: [a]+[b] = [a+b]. Normalt erstattes a+b med divisionsresten

af a+ b ved division med p.

• Multiplikation: [a][b] = [ab]. Normalt erstattes ab med divisionsresten
af ab ved division med p.

• Additiv invers/subtraktion: −[a] = [−a]. Hvis a ∈ {1, 2, . . . p − 1} s̊a
er p− a ∈ {1, 2, . . . p− 1} og −[a] = [p− a].
[a]− [b] = [a− b]. Normalt erstattes a− b med divisionsresten af a− b
ved division med p.

• Multiplikativ invers/division: For at beregne [a]−1 hvor [a] 6= [0] (dvs.:
p g̊ar ikke op i a) skal vi bruge Euklids udvidede algoritme til at
bestemme heltal λ og µ s̊a

gcd(a, p) = 1 = λa+ µp.

S̊a er [a]−1 = [λ]. Normalt erstattes λ med divisionsresten af λ ved
division med p.
Hvis vi skal udregne [b]

[a]
beregnes først [a]−1 og derefter kan vi multi-

plicere: [b] · [a]−1.

Eksempel 6 Vi vil udregne
[2]− [7]

[2] + [7]

i F79.
Først udregner vi [2]− [7] = [−5] = [79−5] = [74]. Vi kan dog med fordel

regne videre med [−5] da 5 er et lille tal. Desuden er [2] + [7] = [9].

For at udregne [−5]
[9]

skal vi bestemme den multiplikative inverse til [9]. Ved
hjælp af Euklids udvidede algoritme finder vi

gcd(9, 79) = 1 = (−35) · 9 + 4 · 79,

alts̊a [9]−1 = [−35] = [79− 35] = [44]. Igen er det fordel at regne med [−35].
Vi f̊ar nu

[2]− [7]

[2] + [7]
= [−5]·[9]−1 = [−5]·[−35] = [(−5)·(−35)] = [175] = [2·79+17] = [17].
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3 Matrixgrupper

Definition 7 Mængden Mn(F ) best̊ar af n × n matricer A = (aij), hvor
aij ∈ F, for i, j = 1, . . . , n. P̊a denne mængde defineres kompositionen
matrixmultiplikation ved at produktet af A og B er n× n matricen AB med
indgang (i, j) givet ved:

(AB)ij =
n∑

s=1

aisbsj.

Lemma 8 Matrixmultiplikation i Mn(F ) er associativ og har neutralt ele-
ment I hvor (I)ij = 1 hvis i = j og (I)ij = 0 hvis i 6= j.

Bevis Lad A,B,C ∈Mn(F ). S̊a bestemmes indgang (i, j) i A(BC) ved

(A(BC))ij =
n∑

s=1

ais(BC)sj =
n∑

s=1

ais

n∑
t=1

bstctj =
n∑

s=1

n∑
t=1

aisbstctj,

hvor den sidste omskrivning udnytter at vi må gange ais ind i “parentesen”∑n
t=1, p.g.a. den distributive lov.
Tilsvarende bestemmes indgang (i, j) i (AB)C:

((AB)C)ij =
n∑

t=1

(AB)itctj =
n∑

t=1

(
n∑

s=1

aisbst)ctj =
n∑

t=1

n∑
s=1

(aisbstctj) =
n∑

s=1

n∑
t=1

aisbstctj.

Igen ganger vi ind i parentesen og bytter derefter om p̊a summationerne.
Dette svarer til at summere de n2 led i en anden rækkefølge. Her udnyttes
alts̊a at + er kommutativ.

Vi f̊ar alts̊a at A(BC) = A(BC).
Desuden ser vi at

(IA)ij =
n∑

s=1

(I)isasj = aij,

hvor vi udnytter at (I)is = 0 hvis s 6= i og derfor kun f̊ar ledet hvor s = i.
Dermed er IA = A og tilsvarende er AI = A. �

Definition 9 Lad F være et legeme og lad n være et positivt helt tal. Mæng-
den alle invertible (m.h.t. ovennævnte multiplikation) matricer i Mn(F )
betegnes da GLn(F ) og kaldes den generelle lineære gruppe af n×n matricer
over F .
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Proposition 10 GLn(F ) er en gruppe med matrixmultiplikation som kom-
position.

Bevis Lad A,B ∈ GLn(F ). S̊a er AB invertibel med invers (AB)−1 =
B−1A−1. AB ligger alts̊a i GLn(F ), som dermed er lukket under multiplika-
tion. Vi skal blot vise at de tre betingelser i definitionen af en gruppe er
opfyldt. Vi har allerede vist at multiplikationen er associativ. Det neutrale
element er I som ligger i GLn(F ), da den er sin egen inverse. Enhver matrix
A ∈ GLn(F ) har en invers ifølge definitionen af GLn(F ) og den inverse ligger
ogs̊a i GLn(F ), da A−1 er invertibel med invers A. �

Hvis F er et endeligt legeme kan man beregne denne gruppes orden.

Proposition 11 Lad Fq være et endeligt legeme med q elementer. S̊a har
gruppen GLn(Fq) orden (qn − 1)(qn − q)(qn − q2) . . . (qn − qn−1).

Eksempel 12 Lad F være et legeme og lad n være et positivt helt tal. Lad
D betegne følgende delmængde af GLn(F ):

D = {aI | a ∈ F \ {0}}.

S̊a er D en normal undergruppe af GLn(F ) og D er isomorf med (F \{0}, ·).

Eksempel 13 Lad F være et legeme og lad G betegne følgende delmængde
af GL2(F ):

G = {
(

1 a
0 1

)
| a ∈ F}.

S̊a er G en undergruppe af GL2(F ) og G er isomorf med (F,+).
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