Lineaer algebra
2. kursusgang



Mindste kvadraters linie
Find linie y = ax + b der bedst muligt tilneermer punkterne

(xla yl)) c ey (xnv yn)
Mindste kvadraters linien er linien hvor a og b er valgt sa

(aa:l—|—b—y1)2—|—...—|—(a:1:n—|—b—yn)2

er mindst mulig.

a 0g b findes som mindste kvadraters |Igsning til ligningssystemet

1 x| H Y1

a

1 x, Un

Altsa en vektor 2] sa afstand mellem vektoren pa venstre side

0g vektoren pa hgjre side er minimal.



1 2y
A= |: kaldes designmatrix.
1 on
]
y = | i kaldes observationsvektor.
| Yn |

Parametervektoren [2] bestemmes som Ilgsning til normallignin-
gen

AT A

a

b] = ATy.



Afsnit 6.3: ortogonal projektioner

W: et underrum af R"
y. en vektor i R"

Sa findes der entydige vektorer y og z sa

y=y +z
yvew

ZEWJ‘



Thm 6.7. Hvis {uy,...,up} er en ortonormal basis for W
(altsa: {uiq,...,up} er en basis for W
og u;-u; = 0 for alle ¢ # j og u;-u; = 1, for alle 7)
Sa er
y = (y'up)ui + (yup)us + ... + (y-up)up
Ood

Z=Yy—Y.

y er den vektor i i W der er nzermest y:
For alle ve W, v# ¥ er dist(y,v) > dist(y,y).

y kaldes den ortogonale projektion af y pa W, skrives Uy (y).



Standard-matricen for den lineaere transformation Uy, betegnes
Pyy. Dette er en n X n matrix.

Uw(y) = Pyy.

Thm 6.8 Hvis C er en matrix hvis sgjler udggr en basis for W
sa er

Py =cctoy-tc’.

Hvis sgjlerne i C' udggr en ortonormal basis for W sa er

Py = cct



Eksempel: hgjdeforskelle

\4




Afsnit 6.4, side 407

Vi skal finde x der (naesten) er Igsning til ligningssystemet

Ax = b.

En mindste kvadraters Igsning er en vektor x som opfylder
dist(b, Ax) < dist(b, Ax)
for alle x € R™.
[Ib — AX|| < ||b — Ax]|

Hvis X er en Igsning til Ax = b s3 er X 0gsa en mindste kvadraters
lgsning.



Col A = {AX |x vektor}

b
Hvis Ax = b ikke har en Igsning sa er @ ¢ Col A.

Lad b vaere den ortogonale projektion af b pa underrummet
Col A.
S3a er

dist(b, b) < dist(b, ¢)

for enhver vektor ¢ € Col A.

Hvis x er Igsning til Ax = b sa er
dist(b, AX) = dist(b, b) < dist(b, Ax)

for alle x. X er altsa en mindste kvadraters Igsning.



Da b er ortogonal projektionen af b pa Col A er

b—b=Db- A% € (Col A)'.

Altsa: b — Ax er ortogonal pa sgjlerne i A = [ay...an].

Derfor er

Al (b — A%) =

aj
a

(b — A%) =




Hvis X er en mindste kvadraters Igsning sa har vi altsa:
AT'(b — A%) = 0.
ATb — ATAx = 0.

Al A% = ATb.

Normalligningen for Ax = b er

AT Ax = ATb.

X er en mindste kvadraters Igsning til Ax =b

hvis og kun hvis
% er Igsning til normalligningen AT Ax = ATD.



Hvis sgjlerne i A er lineaert uafthaengige sa har Ax = b en entydig
lgsning.

Hvis sgjlerne i A er lineaert afhaengige sa er der frie variable og
dermed uendeligt mange Igsning til Ax = b.

Dette uddybes pa naeste side.



Hvis sgjlerne i A er lineaert uafhaengige sa er AT A invertibel og
normalligningen

AlAx = ATb
har en entydig Igsning:
x=(ATA)"1aTD.

Der er sa altsa en entydig mindste kvadraters |gsning.

Hvis sgjlerne i A er linezert afhaengige sa er AT A ikke invertibel.



Eksempel
Afstanden mellem to punkter har en (ukendt) veerdi .

Vi foretager en maling af afstanden og finder vaerdien b1q.
Vi har sa x = by 4+ r1, hvor r1 angiver en fejl i malingen.

Vi gentager malingen ind til vi har n malinger:

r = by + 71
x=by+ 1o
x = bn +

Vi gnsker at bestemme x s& 75 + ...+ 72 er sa lille som muligt.



Vi skal altsa finde en mindste kvadraters lgsning til ligningssys-
temet:

1 (b1 |
1 . b?
1] o
Vi anvender teorien med
17 by
A= 1 og b= b2




Vi udregner

ATA=n

Normalligningen er altsa

nr=>b1+ ...+ bn.

Mindste kvadraters Igsningen er
b1+ ...+ b

n

r =



Eksempel

Mellem fem punkter A, B, C, D, E er der malt fglgende hgjdeforskelle:

Fra punkt | Til punkt | Hgjdeforskel
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Hgjderne for de fem punkter er hy,hpg,hc,hp, hg.

Observationsligninger:

hi—hg=8+7
he —hg =2+ 7
hgp —hg =5+ 73
ha—ho =747
hp —ho =1+ 75
ha—hp=6-47¢
hE—hD:4—|—fF7
hi—hg=3+7g



Pa matrixform:
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og find mindste kvadraters Ilgsning til

Ax = b.



Udregn

co— T
o7 Too
T oooo
OHOHO
cooT
001__1
co T o
o7 —o
o7 oo
1__001
1__100
Tooo

—1
—1

—1
O
—1

3
—1

—1
—1

—1
3
—1
O
—1

4
—1
—1
—1
—1

3
—1

—1

0

Al A =



Od

<
Q@

LO
T
|

il

N©)

WO NWOMNHOST M.

—

o

o O

o O

—1
O -1 -1

-1 -1
O 1

o

—1

—1

@)

—

—

@)

Alp =



Udvidet koefficientmatrix for normalligningen AT Ax = Alb:
) 14 -

4 -1 -1 -1 -1 24 1000_15
-1 3 -1 0 -1 -15 0100 -1 —=f
-1 -1 3 -1 0 -6|~|0010 -1 -4
-1 0 -1 3 -1 -9 000 1 —1 _%
-1 -1 0 -1 3 §) O 00O O 0

reekkeoperationer.

Mindste kvadraters Igsninger: MATLAB: rref
ha '%—H' (2841
hp —=L 4t —5.4 41
hol=|—-44+t|=| —4+1 |,
17 _
hp —E +t 3.4+t
hg ¢ t

hvor t er en fri variabel.



Antag nu at E et fikspunkt med hgjde 10. Vi kan sa erstatte hp
med 10 i ligningerne.

Observationsligninger:

hy—hg =847
he — hg = 2+ 75
—hp=—-5+13
hy—ho=7+7,
hp—he =1+ 75
ha—hp =6+ 7
—hp = -6+ 77
hy=13+7g



Saet
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og find mindste kvadraters lgsning til

Ax = b.




Sgjlerne i A er nu linezert uafthaengige. Der er derfor en entydig
mindste kvadraters |gsning:

64 o o
h % 12.8
ZB — (AT A)"1ATp = g _ 466
C
o, 33| |66




