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Kursusgang 5
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Ved bestemmelse af mindste kvadraters Igsning til (store) lign-
ingssystemer vil man gerne anvende en metode der opfylder to
Krav:

e antallet af regneoperationer er “lille”

e metoden er stabil over for numeriske fejl (afrundinger).

Mulige metoder (ud over Gauss elimenation):

e (QR-faktorisering (pensum pa 1. semester)

e Cholesky dekomposition (vises her).
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I det fglgende vises hvordan man kan faktorisere matricen og
derefter Igse ligningssystemer ved hjzlp af faktoriseringen.

I praksis vil man nok bruge andre metoder til at faktorisere.
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Ligningssystem: Ax = b, hvor sdgjlerne i A er lineaert uafhaengige.
A er en m X n matrix.

() R-faktorisering

Skriv A = QR, hvor Q er en m xn matrix med ortogonale vektorer
med leengde 1, altsa QTQ = I, 0g R er en n x n @gvre triangulaer
matrix. Tallene pa diagonalen af R er = 0, sa R har en invers
matrix.

Sdjlerne i Q kan bestemmes ved Gram-Schmidt ortogonalisering
af sgjlerne i A.
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Alx = ATb & (QR)T (QR)x = (QR)'b & RTQTQRx = RTQ'b

Da RT har invers kan dette forkortes QT QRx = Q1'b.
Da Q1'Q = I er kan ligningen skrives

Rx=Q'b
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Eksempel, QR.
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Vi skal nu lgse

1
V2xq — \/;azg = 1.272

3
\/[=xo = 10.777
2

ro =8.8, x1=D5.3

Vi far



LIA 5 Side 8

Samme eksempel, Cholesky.
Normalligning
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KRR

L@gsning zq1 = 1.272 0g zo = 10.777.

Vi skal nu Ilgse

1
V2xq1 — \/;332 = 1.272

3
\/:382 = 10.777
2

Lo — 8.8, L1 — 5.3

Vi far
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Mindste kvadraters metode og Cholesky dekomposition

Vi gnsker at finde en mindste kvadraters Igsning til det (inkon-
sistente) ligningssystem

Ax = b,

hvor A er en m X n matrix.

Vi betragter derfor normalligningen
Al Ax = ATh.

Matricen AT A er en symmetrisk n x n matrix som er altsa er
diagonaliserbar med egenvaerdier > 0.

Hvis normalligningen ikke har frie variable sa er alle AT A’s egen-
vaerdier > 0.
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Vi betragter derfor en matrix A som er

e kvadratisk (n x n),

e symmetrisk (AL = A) og

e positiv definit (egenvaerdierne er > 0).
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Cholesky dekomposition

Vi gnsker nu at skrive matricen

(a11 a1o ... aip]
A: a21 CL22 azn
| Anl Aap?2 ann |
som et produkt
A=U"y,
hvor
U1l U112 U3 o Ulp
O wpo wup3z -+ wupy
U=10

O wu3z3z - uspy
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MATLAB:
chol(A)
beregner Cholesky dekomposition U
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Betragt fgrst 3 x 3 matricer.

ajil ai2

Lad A= |a1n> aoo

a3z a23

og antag at A =UTU.

Sa er
ail
a12
a13
a2
an3
a33

2
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U1ULD

u11u13
U%2'+'u%2
U12U13 F UP2UD3
uis + udz +u3s.

og U

ui2
u22

ui3
u231
u33




LIA 5 Side 15

Da vi gnsker at uj1,uoo,u33 Skal vaere positive far vi

—_ — a __a
u1l =4/a11 ulp = 72 U1z = 3o
_ 2 _a —Uu u
upp = \Jagp —uf,  upz = 923 e

2 2
a33 — U3z — Up3

u33

Man kan bevise at nar A er positiv definit sa er alle udtryk, der
tages kvadratrod af, positive.
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For en generel n x n matrix A beregnes U pa fglgende made:
Vi beregner én raekke ad gangen: raekke 1, raekke 2, .. ..

I fgrste raekke er uy; = /a1 09 uyy = Z—ﬁ for £ > 2.

I anden raekke er usy, = \/agg — u$, 0g ugy = RATUUL for ¢ > 3,

u22
Nar raekkerne 1,...,k—1 sa beregnes raekke k£ pa fglgende made:
__ 2 2 2
Ukk = \/akk — U T U T e T Up_ 1 K
Oog
_ Qg —UgU1p — - - T U1 kUkK—1 0
ULy — y
ULk

for ¢ > k+ 1.
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Cholesky dekomposition og mindste kvadraters metode

Vi vender tilbage til normalligningen

AT Ax = ATb.

Vi finder en Cholesky dekomposition
ATA =0Ty,
hvor U er en gvre triangulaer matrix og kan dermed skrive nor-
malligningen som
Ulux = Y,
hvor y = AlD.
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Vi kan |gse ligningen

Ul(Ux) =y
ved at saette z = Ux 0g Igse
farst
Ulz = y
0g derefter
Ux = z.

Disse ligninger kan let Igses uden brug af raekkeoperationer, da
U er trianguleer.
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Lad X vaere en mindste kvadraters Igsning til ligningssystemet
Ax = b og lad

r=Ax—b

vaere residual vektoren.

Vi beregner kvadratsummen af residualerne (det er denne stgrrelse
der minimeres ved mindste kvadraters metode):

o=1t1F=(Ax — b)) (4% —b) = %' (AT A% — ATb) — bl A%+ b'D.
Da % er Igsning til normalligningen AT Ax — ATb =0 er
o =#1t=Dblb-blAx.
Dette tal er positivt. Saet
s = 4/.

(Dette er lengden af vektoren t.)
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Lad nu den gvre triangulaer matrix U og vektoren z opfylde

A'A=UTu og Ulz= Alb.

Saet
_|U z
UQ_[O ]
Sa er
Ty vl o||U z| | UlU Ulz | | ATA Alb
2527 |47 sl |0 s| — (UL2)T z1'z+ 2| 7 (A1) blb|®

Daz = (U)"14Tb er
72z =bT AU N (U 1aTb =bTAWUTU) 14T =
blAAT A1 AT = b A%,

ifglge normalligningen.
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Dermed er

7217z 4+ s2 =blAx+blb — bl A% = blb.

UA Uy er altsd Cholesky dekomposition af

ATA Ao
(A1) blb
og U, kan derfor bestemmes ved hjzelp af algoritmen til beregning
af Cholesky dekomposition.

Tallet s pa den sidste diagonalplads i U, opfylder altsa at s2 er
kvadratsummen af residualerne.
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Mellem fem punkter A, B, C, D, E er der malt fglgende hgjdeforskelle:

Fra punkt | Til punkt | Hgjdeforskel
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Saet

og find mindste kvadraters |Igsning til

R ORrROFRLRQOOHR

O O
O O
O 1
O O
1 0
—1 O
-1 1
o -1

Ax = b.

og b

WhrOoORHLHNOIN
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Vi skal bruge
(4 -1 -1 —1 —1]
-1 3 -1 0 -1
AfA=1-1 -1 3 —-1 0
-1 0 -1 3 -1
1 -1 0 -1 3
24
~15
Alb=| -6
-9
6
0g
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Vi udregner Cholesky dekoposition af AT A

(2.0 —0.500 —0.500 —0.500 —0.500 |
0.0 166 —0.754 —0.151 —0.754
U= 1|00 0.0 1.48 —0.926 —0.554
0.0 0.0 0.0 1.37 —1.37
| 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Problem: Matricen AL A er ikke positiv definit.

Men udregning af Cholesky dekompositionen gar godt fordi det
kun er det sidste diagonalelement der er O.

Hvis der ikke er frie variable i Igsningen sa er AT A er positiv
definit.
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Vi ser ogsa pa fglgende matrix

ATA  ATp
(A1) blb

24 —-15 -6 -9 o6 204

Stort problem: Forsgg pa at udregne Cholesky dekomposition af
denne matrix fgrer til division med 0O, idet ugs = O.
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Vi far nu oplyst at E er et fikspunkt med hgjde 10.
Vi saetter sa

1 -1 0 0 8
0 -1 1 0 >
0 -1 0 O _5
1 0 -1 0 7

A=19g 0 -1 1| ©°9 b=
1 0 0 -1 6
0 0 0 -1 —6
1 0 0 O 13

og betragter ligningen
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Vi udregner

4 -1 -1 -1 34
-1 3 -1 0 -5
=|-1 -1 3 -1 -6
-1 0 -1 3 1
| 34 -5 -6 1 384 ]
Vi finder Cholesky demposition af denne matrix

2.0 —0.500 —0.500 —0.500 17.0 |
0.0 166 —0.754 —0.151 2.11
U= | 0.0 0.0 1.48 —0.926 2.77
0.0 0.0 0.0 1.37 9.04
| 0.0 0.0 0.0 0.0 1.10

ATA AT
(ATEYT blb
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Vi ser at Cholesky dekopositionen af AT A er

2.0 —0.500 —0.500 —0.500 |
00 166 —0.754 —-0.151

U= :
0.0 0.0 1.48 —0.926
| 0.0 0.0 0.0 1.37 |
OodJd at

[ 17.0 |

2.11
7 ==

2.77

 9.04 |

er Igsningen til ligningen U1z = AlD.

Den mindste kvadraters Igsning til Ax = b er Igsning x til lignin-
gen Ux = z.
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Vi far

[ 12.80
4.60
6.00
6.60

Desuden ser vi at kvadratsummen af residualerne er 1.102 =
1.20.
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Vaegtet mindste kvadraters metode

Find vaegtet mindste kvadraters Igsning til
Ax =Db
med vaegtmatrix C.

Normalligning
ATcAx = ATCb.
Vi ser pa matricen
AlcAa  ATcb
(ATcp)! blcb
0g dennes Cholesky dekomposition
Us = [g i] .
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X er Igsning til Ux = z
og s2 er den vaegtede kvadratsum af residualer.



Hvis A er en 4 x 4 positiv definit matrix sa beregnes U ved:

ull =

aiil

—_a
U12—u—11

u22 = \/a22

u12

U3z —

u23 =

U33 —

ai3

U1l

423 —U12U13

u22

\/ as33 —

u13

>
Us3

aisq

ulg = 0
—_ aA24—U12U
Upg = 222 w;z 14
/u/34 — a34—’U/13Z;i—U23U24
Ugs = \/ a —u2, — u2
44 = 44 — 24 34



