
Line�r algebra
2. kursusgang



Find linie y = ax+ b der bedst muligt tiln�rmer punkterne
(x1; y1); : : : ; (xn; yn):

Mindste kvadraters linien er linien hvor a og b er valgt s�a
(ax1+ b� y1)2+ : : :+ (axn+ b� yn)2er mindst mulig.

a og b �ndes som mindste kvadraters l�sning til ligningssystemet2641 x1...1 xn
375 "ba

# =
264y1...yn

375
Alts�a en vektor "ba

# s�a afstand mellem vektoren p�a venstre side
og vektoren p�a h�jre side er minimal.



A =
2641 x1...1 xn

375 kaldes designmatrix.
y =

264y1...yn
375 kaldes observationsvektor.

Parametervektoren "ba
# bestemmes som l�sning til normallignin-

gen
ATA "ba

# = ATy:



Vi fandt a og b s�a kurven y = af(x) + bg(x) ligger t�ttest p�apunkterne, hvor f(x) = x og g(x) = 1.
Metoden kan bruges for andre funktioner f(x) og g(x).
F.eks. f(x) = x2 og g(x) = x.
Eksempel: Punkter (1;0); (2;1); (4;3); (5;7).
Find parabel med ligning xb+x2a = y der g�ar gennem punkterne:

1b+12a = 02b+22a = 14b+42a = 35b+52a = 7



Alts�a A "ba
# = y, hvor

A =
26664
1 12 44 165 25

37775 er designmatrix og y =
26664
0137

37775 er observationsvektor:

En mindste kvadraters l�sning til A "ba
# = y minimerer Pni=1(xib+

x2i b� yi)2.
Normalligningen ATA "ba

# = ATy er s�a
" 46 198198 898

# "ba
# = " 49227

# :



Den har l�sning "ba
# = "�0:450:35

# :
Der er ingen parabel der pr�cis g�ar gennem punkterne, menparabelen med ligning

y = 0:35x2 � 0:45x
er en \god" tiln�rmelse.



x
1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

4

5

6

7

8



Afsnit 6.1

Lad u =
26664
u1u2...un

37775 og v =
26664
v1v2...vn

37775 v�re to vektorer i Rn.
S�a de�neres prikproduktet (det indre produkt eller skalarproduk-tet) som

u�v = u1v1+ u2v2+ : : :+ unvn:



A en m� n matrix.B en n� s matrix.
Tallene i produktet AB kan udregnes som prikprodukter:Plads (i; j) i AB = (A's r�kke i) � (B's s�jle j).

26666664
� � � �� � � �� � � �5 6 7 8� � � �

37777775
26664
� 1 � � � �� 2 � � � �� 3 � � � �� 4 � � � �

37775 =
26666664
� � � � � �� � � � � �� � � � � �� 70 � � � �� � � � � �

37777775

70 = 5 � 1+ 6 � 2+ 7 � 3+ 8 � 4.



Regneregler:
� u�v = v�u
� (u+ v)�w = u�w+ v�w
� (cu)�v = u�(cv) = c(u�v) for et tal c.
� u�u > 0 med mindre u = 0. 0�0 = 0.



L�ngden af en vektor v =
26664
v1v2...vn

37775 de�neres til

jjvjj = p
v�v = qv21 + v22 + : : :+ v2n

jjvjj2 = v�v

jjcvjj = q(cv)�(cv) = qc2(v�v) = jcjqjjvjj2 = jcj � jjvjj.
Normalisering af vektor v:Vektoren 1

jjvjj
v har l�ngde 1 og peger i samme retning som v.



Afstanden mellem to vektorer u =
26664
u1u2...un

37775 og v =
26664
v1v2...vn

37775 i Rn de-
�neres som

dist(u;v) = jju� vjj = q(u1 � v1)2+ : : :+ (un � vn)2:



To vektorer u og v siges at v�re ortogonale (vinkelrette) hvis
u�v = 0.
0 er ortogonal p�a enhver vektor v.
Pythagoras:
u og v er ortogonale hvis kun hvis jju+ vjj2 = jjujj2+ jjvjj2.
jju+vjj2 = (u+v)�(u+v) = u�u+v�v+2u�v = jjujj2+jjvjj2+2u�v.



Underrum (afsnit 2.8)H: en m�ngde af vektorer i Rn.H er et underrum af Rn hvis
� 0 2 H
� hvis u 2 H og v 2 H s�a u+ v 2 H
� hvis u 2 H og c 2 R s�a cu 2 H



Eksempler p�a underrum:
1. Hvis u1; : : : ;um 2 Rn s�a er

spanfu1; : : : ;umg = fc1u1+ : : :+ cmum j c1; : : : ; cm 2 Rg
(m�ngden af alle linearkombination af u1; : : : ;um).spanfu1; : : : ;umg er et underrum af Rn.
2. Hvis A = [u1 : : :um] er en n�m matrix s�a er

Col A = spanfu1; : : : ;umg(s�jlerummet af A)et underrum af Rn.
Col A er m�ngden af vektorer p�a formen Ax hvor x 2 Rm.



3. Hvis A er en n�m matrix s�a er
Nul A = fx 2 Rm j Ax = 0g

(nulrummet for A) et underrum af Rm.

4. Hvis A =
26664
: : : a1 : : :: : : a2 : : :...: : : am : : :

37775 = [a1 : : : am]T er en m� n matrix s�a er
Row A = Col AT et underrum af Rn.(Row A er m�ngden af alle linear kombinationer af A's r�kkevek-torer.)Det kaldes r�kkerummet for A.



Lad W v�re et underrum af Rn,og lad b1; : : : ;bp v�re vektorer i W .
fb1; : : : ;bpg er en basis for W hvis
� spanfb1; : : : ;bpg =W og
� b1; : : : ;bp er line�rt uafh�ngige(Det betyder at ligningen

x1b1+ x2b2+ : : :+ xpbp = 0

kun har l�sningen x1 = x2 = : : : = xp = 0.)
Dimensionen, dim W , er antallet af vektorer i en basis.



Eksempler p�a underrum:
5. Hvis W er et underrum af Rn s�a lad L v�re m�ngden afvektorer i Rn der er ortogonale p�a enhver vektor i W .
S�a er L et underrum af Rn.L kaldes det ortogonale komplement af W , skrives L =W?.
For et underrum W af Rn:

(W?)? =W:
dim W +dim W? = n



De �re fundamentale underrum for matricen A erCol A, Row A, Nul A og Nul AT .

Sammenh�ng mellem de �re fundamentale underrum:
(Row A)? = Nul A

(Col A)? = (Row AT )? = Nul AT



Afsnit 6.3

W : et underrum af Rn
y: en vektor i Rn
S�a �ndes der entydige vektorer ŷ og z s�a

y = ŷ+ z

ŷ 2W
z 2W?



Hvis fu1; : : : ;upg er en ortogonal basis for W(alts�a: fu1; : : : ;upg er en basis for Wog ui�uj = 0 for alle i 6= j)s�a er
ŷ = y�u1

u1�u1u1+ y�u2
u2�u2u2+ : : :+ y�up

up�upupog
z = y � ŷ:

ŷ kaldes den ortogonale projektion af y p�a W .
ŷ er den vektor i i W der er n�rmest y:For alle v 2W , v 6= ŷ er dist(y;v) > dist(y; ŷ).


