Lineaer algebra
2. kursusgang



Find linie y = ax + b der bedst muligt tilnaermer punkterne

(:Ulayl)) I (xn,yn)

Mindste kvadraters linien er linien hvor a og b er valgt sa

(a:cl—I—b—y1)2—|—...—|—(a,xn—|—b—yn)2

er mindst mulig.

a 09 b findes som mindste kvadraters Igsning til ligningssystemet

1 21| H Y1

a

1 xzn Un

Altsa en vektor 2] sa afstand mellem vektoren pa venstre side

0g vektoren pa hgjre side er minimal.



1 2y
A= |: kaldes designmatrix.
_1 xn_
Y1
y = |: kaldes observationsvektor.
| Yn |

Parametervektoren m bestemmes som Igsning til normallignin-

gen

AT A

b] = ATy.

a



Vi fandt a og b sd kurven y = af(z) + bg(x) ligger taettest pa
punkterne, hvor f(z) = x og g(x) = 1.

Metoden kan bruges for andre funktioner f(x) og g(x).
F.eks. f(z) =22 og g(z) = .
Eksempel: Punkter (1,0), (2,1), (4,3),(5,7).

Find parabel med ligning zb+xz%a = y der gar gennem punkterne:

16+ 124 =0
2b+ 220 =1
4b + 4% = 3

564524 =7



Altsa A [b] =y, hvor

a
(1 1] 0]
2 4 : : 1 :
A= 4 16 er designmatrix og Y= |3 er observationsvekto
5 25 7|

En mindste kvadraters lgsning til A [b

a] =y minimerer -7, (x;b+
z2b — y;)”.

Normalligningen AT A

b| 7 .
a]_A y er sa

46 198] [b] [ 49
198 898| |a| — |227|"



Den har Igsning
b| |—0.45
al | 0.35 |

Der er ingen parabel der praecis gar gennem punkterne, men
parabelen med ligning

y = 0.35z° — 0.45z

er en “god” tilnaermelse.






Afsnit 6.1

uj U1

Lad u = u’:2 0g v = U:Q vaere to vektorer i R”™.

_un_ _’Un_
S3a defineres prikproduktet (det indre produkt eller skalarproduk-

tet) som

uv =uivi] + uovo + ... + upvn.



A en m X n matrix.
B en n x s matrix.

Tallene i produktet AB kan udregnes som prikprodukter:
Plads (i,7) i AB = (A's rekke 7) - (B's sgjle j).

* ok ok k| . * * ok kK
* 1 % % x x

* ok k% * * ok k%
* 2 % % x x

* ok k% 3 = |*% % % *x *x
* * ok k%

5 6 7 8 * 70 % *x % %
* 4 % % x x

* ok ok x| b - * %k ok ok k%

70=5-146-24+7-3+4+8-4.



Regneregler:

e (U+vV)w=uw-+vw

e (cu)-v=u-(cv) = c(u-v) for et tal c.

e u'u >0 med mindreu=0. 0-0=0.



v1

Lengden af en vektor v = U:Q defineres til

Un

V]| = vvv = o2 + 03 + ... 402

2
[v]]* =v-v

lev]| = 1/(ev)-(ev) = /2 (v-v) = |e]y/|IVI[2 = || - [Iv]].

Normalisering af vektor v:

Vektoren ﬁv har l2engde 1 og peger i samme retning som v.



ul

Afstanden mellem to vektorer u = |2

Un

fineres som

og v =

vl
v2

Un

I R™ de-

dist(u,v) = |[u— || = V/(u1 — v1)2 + ... + (un — vn)>.



To vektorer u og v siges at vaere ortogonale (vinkelrette) hvis
u-v =0.

O er ortogonal pa enhver vektor v

Pythagoras:
u og v er ortogonale hvis kun hvis |[u4+ v||2 = ||u||? + ||v]|2.

lu+v||? = (u+v)-(u+v) = vutv-v4+2uv = ||u||2+]||v|[?+2u-v.



Underrum (afsnit 2.8)
H: en mangde af vektorer i R™.
H er et underrum af R™ hvis

e O0c H

e hvisue HogveHsau+veH

e hvisuece HogceRsacue H



Eksempler pa underrum:

1. Hvis uy,...,um € R"™ sa er

span{uy,...,unt ={ciu1+ ... +cmum | c1,...,cm € R}
(mangden af alle linearkombination af uy,...,um).
span{uq,...,wn} er et underrum af R"™.

2. Hvis A= [uy...um] er en n x m matrix sa er

Col A =spanf{uy,...,um}

(sgjlerummet af A)
et underrum af R".

Col A er maxengden af vektorer pa formen Ax hvor x € R™,



3. Hvis A er en n x m matrix sa er

Nul A ={xeR"| Ax = 0}

(nulrummet for A) et underrum af R™.

ay
4. Hvis A = a2

aAm

= [a1...am]! er en m x n matrix sa er

Row A = Col AT et underrum af R™.
(Row A er maengden af alle linear kombinationer af A's raekkevek-

torer.)

Det kaldes rekkerummet for A.



Lad W veere et underrum af R",
og lad by,...,by, vaere vektorer i W.

{b1,...,bp} er en basis for W hvis
e span{by,...,by} =W og
e by,...,by er linezert uafhaengige

(Det betyder at ligningen
r1b1 + zobo 4+ ...+ zpbp =0

Kun har Igsningen 1 = zp = ... =xp =0.)

Dimensionen, dim W, er antallet af vektorer i en basis.



Eksempler pa underrum:

5. Hvis W er et underrum af R"™ sa lad L vaere maengden af
vektorer i R™ der er ortogonale pa enhver vektor i W.

Sa er L et underrum af R™.
L kaldes det ortogonale komplement af W, skrives L = w-.

For et underrum W af R":
(WHt =w.

dim W +dim Wt =n



De fire fundamentale underrum for matricen A er
Col A, Row A, Nul A og Nul AT

Sammenhang mellem de fire fundamentale underrum:

(Row A)+ = Nul A

(Col A)* = (Row AT)L = Nul AT



Afsnit 6.3

W: et underrum af R"
y. en vektor i R"

Sa findes der entydige vektorer y og z sa
y=y+z
yew

ZEWL



Hvis {uy,...,up} er en ortogonal basis for W

(altsa: {uy,...,up} er en basis for W
0g u;-u; = 0 for alle i # j)
Sa er

R ‘u ‘u

y = Y 1u1—|— 4 2u2-|—...

up-ug up-up
Ood
Zz=Yy—Y.

y-Up
uP'uP

_|_

Up

y kaldes den ortogonale projektion af y pa W.

y er den vektor i i W der er nzermest y:

For alle ve W, v# 7y er dist(y,v) > dist(y,¥y).



