
Line�r algebra
3. kursusgang





Afsnit 6.5

Vi skal �nde x der (n�sten) er l�sning til ligningssystemet
Ax = b:

En mindste kvadraters l�sning er en vektor x̂ som opfylder
dist(b; Ax̂) � dist(b; Ax)

for alle x 2 Rn.
jjb�Ax̂jj � jjb�Axjj

Hvis x̂ er en l�sning til Ax = b s�a er x̂ ogs�a en mindste kvadraters
l�sning.



Hvis Ax = b ikke har en l�sning s�a er b =2 Col A.

Lad b̂ den ortogonale projektion af b p�a underrummet Col A.
S�a er

dist(b; b̂) � dist(b; c)
for enhver vektor c 2 Col A.

Hvis x̂ er l�sning til Ax = b̂ s�a er
dist(b; Ax̂) = dist(b; b̂) � dist(b; Ax)

for alle x 2 R. x̂ er alts�a en mindste kvadraters l�sning.



Da b̂ er ortogonal projektionen af b p�a Col A er
b� b̂ = b�Ax̂ 2 (Col A)?:

Fra 2. kursusgang: (Col A)? = Nul AT .
Alts�a: b�Ax̂ 2 Nul AT .

Derfor er
AT (b�Ax̂) = 0:



Hvis x̂ er en mindste kvadraters l�sning s�a har vi alts�a:
AT (b�Ax̂) = 0:
ATb�ATAx̂ = 0:
ATAx̂ = ATb:

Normalligningen for Ax = b er
ATAx = ATb:

x̂ er en mindste kvadraters l�sning til Ax = b
. hvis og kun hvis
x̂ er l�sning til normalligningen ATAx = ATb.



Hvis s�jlerne i A er line�rt uafh�ngige s�a har Ax = b̂ en entydig
l�sning.

Hvis s�jlerne i A er line�rt afh�ngige s�a er der frie variable og
dermed uendeligt mange l�sning til Ax = b̂.

Dette uddybes p�a n�ste side.



Hvis s�jlerne i A er line�rt uafh�ngige s�a er ATA invertibel og
normalligningen

ATAx = ATb
har en entydig l�sning:

x̂ = (ATA)�1ATb:
Der er s�a alts�a en entydig mindste kvadraters l�sning.

Hvis s�jlerne i A er line�rt afh�ngige s�a er ATA ikke invertibel.



Eksempel 1.
Afstanden mellem to punkter har en (ukendt) v�rdi x.

Vi foretager en m�aling af afstanden og �nder v�rdien b1.
Vi har s�a x = b1+ r̂1, hvor r̂1 angiver en fejl i m�alingen.

Vi gentager m�alingen ind til vi har n m�alinger:
x = b1+ r̂1
x = b2+ r̂2...
x = bn+ r̂n
Vi �nsker at bestemme x s�a r̂21+ : : :+ r̂2n er s�a lille som muligt.



Vi skal alts�a �nde en mindste kvadraters l�sning til ligningssys-
temet: 2

6664

1
1...
1

3
7775x =

2
6664

b1b2...
bn

3
7775 :

Vi anvender teorien med

A =
2
6664

1
1...
1

3
7775 og b =

2
6664

b1b2...
bn

3
7775 :



Vi udregner
ATA = n

ATb = b1+ : : :+ bn

Normalligningen er alts�a
nx = b1+ : : :+ bn:

Mindste kvadraters l�sningen er
x̂ = b1+ : : :+ bn

n :



Eksempel 2.
Mellem fem punkter A, B, C, D, E er der m�alt f�lgende h�jdeforskelle:

Fra punkt Til punkt H�jdeforskel
B A 8
B C 2
B E 5
C A 7
C D 1
D A 6
D E 4
E A 3





H�jderne for de fem punkter er hA; hB; hC; hD; hE.

Observationsligninger (Cederholm, afsnit 2.2):

hA � hB = 8+ r̂1
hC � hB = 2+ r̂2
hE � hB = 5+ r̂3
hA � hC = 7+ r̂4
hD � hC = 1+ r̂5
hA � hD = 6+ r̂6
hE � hD = 4+ r̂7
hA � hE = 3+ r̂8



P�a matrixform:
2
66666666666664

1 �1 0 0 0
0 �1 1 0 0
0 �1 0 0 1
1 0 �1 0 0
0 0 �1 1 0
1 0 0 �1 0
0 0 0 �1 1
1 0 0 0 �1

3
77777777777775

2
6666664

hAhBhChDhE

3
7777775
=

2
66666666666664

8
2
5
7
1
6
4
3

3
77777777777775

+

2
66666666666664

r̂1̂r2̂r3̂r4̂r5̂r6̂r7̂r8

3
77777777777775



S�t

A =

2
66666666666664

1 �1 0 0 0
0 �1 1 0 0
0 �1 0 0 1
1 0 �1 0 0
0 0 �1 1 0
1 0 0 �1 0
0 0 0 �1 1
1 0 0 0 �1

3
77777777777775

og b =

2
66666666666664

8
2
5
7
1
6
4
3

3
77777777777775

;

og �nd mindste kvadraters l�sning til
Ax = b:



Udregn

ATA =

2
6666664

1 0 0 1 0 1 0 1
�1 �1 �1 0 0 0 0 0
0 1 0 �1 �1 0 0 0
0 0 0 0 1 �1 �1 0
0 0 1 0 0 0 1 �1

3
7777775

2
66666666666664

1 �1 0 0 0
0 �1 1 0 0
0 �1 0 0 1
1 0 �1 0 0
0 0 �1 1 0
1 0 0 �1 0
0 0 0 �1 1
1 0 0 0 �1

3
77777777777775

=

2
6666664

4 �1 �1 �1 �1
�1 3 �1 0 �1
�1 �1 3 �1 0
�1 0 �1 3 �1
�1 �1 0 �1 3

3
7777775



og

ATb =

2
6666664

1 0 0 1 0 1 0 1
�1 �1 �1 0 0 0 0 0
0 1 0 �1 �1 0 0 0
0 0 0 0 1 �1 �1 0
0 0 1 0 0 0 1 �1

3
7777775

2
66666666666664

8
2
5
7
1
6
4
3

3
77777777777775

=

2
6666664

24
�15
�6
�9
6

3
7777775



Udvidet koe�cientmatrix for normalligningen ATAx = ATb:
2
6666664

4 �1 �1 �1 �1 24
�1 3 �1 0 �1 �15
�1 �1 3 �1 0 �6
�1 0 �1 3 �1 �9
�1 �1 0 �1 3 6

3
7777775
�

2
6666664

1 0 0 0 �1 1450 1 0 0 �1 �2750 0 1 0 �1 �4
0 0 0 1 �1 �1750 0 0 0 0 0

3
7777775
:

Mindste kvadraters l�sninger:
2
6666664

hAhBhChDhE

3
7777775
=

2
6666664

145 + t
�275 + t
�4+ t
�175 + t

t

3
7777775
=

2
6666664

2:8+ t
�5:4+ t
�4+ t
�3:4+ t

t

3
7777775
;

hvor t er en fri variabel.



Antag nu at E et �kspunkt med h�jde 10. Vi kan s�a erstatte hE
med 10 i ligningerne.

Observationsligninger:

hA � hB = 8+ r̂1
hC � hB = 2+ r̂2
�hB = �5+ r̂3
hA � hC = 7+ r̂4
hD � hC = 1+ r̂5
hA � hD = 6+ r̂6
�hD = �6+ r̂7
hA = 13+ r̂8



S�t

A =

2
66666666666664

1 �1 0 0
0 �1 1 0
0 �1 0 0
1 0 �1 0
0 0 �1 1
1 0 0 �1
0 0 0 �1
1 0 0 0

3
77777777777775

og b =

2
66666666666664

8
2
�5
7
1
6
�6
13

3
77777777777775

;

og �nd mindste kvadraters l�sning til
Ax = b:



S�jlerne i A er nu line�rt uafh�ngige. Der er derfor en entydig
mindste kvadraters l�sning:

2
6664

hAhBhChD

3
7775 = (ATA)�1ATb =

2
66664

6452356335

3
77775
=

2
6664

12:8
4:6
6
6:6

3
7775

(S�t t = 10 i l�sningen p�a side 19.)


