Lineaer algebra - 3

En linezer ligning er en ligning pa formen

a1r1 + aprp + ... + anxn = b,

hvor x1,x»o,...,zn €r variable (ubekendte) og a1, as,...,an,b faste
(kendte) tal.

F.eks.

a1x1 + arxo = b eller a1x 4+ a>y = b som er ligningen for en linie
I planen.

a1x1 +arxo+azxz = b eller ajx + ary 4+ a3z = b som er ligningen
for en plan i rummet.



Et lineaert ligningssystem bestar af et antal (f.eks.
ligninger, der alle har de samme variable:

a11x1 + a1 + ...+ ai1,xn
a>1x1 + a»0x> + ...+ as,Tn

aAm1T1 + @moxo + ... + amnxn

Ligningssystemet kan ogsa skrives som
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Eller som Ax = b, hvor
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A kaldes koefficientmatricen for ligningssystemet.

Den udvidede koefficientmatrix (totalmatrix) er
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Vi siger at et ligningssystem er konsistent hvis det har mindst én
lgsning. Ellers er det inkonsistent.



Eksempel: To lineaere ligninger med to ubekendte = og y: De to
ligninger er ligning for to linier, hhv. £1 og /5.
Tre muligheder:

e De to ligninger skaerer hinanden i ét punkt, (a,b). Sa er

["Jy”] — [Z] en Igsning. Dette er den eneste Igsning.

e Linierne /1 0g ¢5 er parallelle og skaerer ikke hinanden. Lign-
ingssystemet har ingen Igsning. Det er inkonsistent.

e /1 = /{>. Lgsningsmaengden er uendelig.



Elementaere raekkeoperationer:

1. ombyt raekke 2 og raekke 5. r; < Tj

2. skalering af raekke ¢+ med factor ¢ # O: cr; — T

3. adder ¢ gange raekke i til raekke j: rj+cr; —r;

Hvis matricen B fremkommer fra matricen A ved én af disse
raekkeoperationer sa kan A fas fra B ved anvendelse af hen-

holdsvis
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T; < 7“]', Z?“Z' — Ty, Tj — Cr; — ’I“j.



En matrix siges at vaere pa trappeform (echelon form) hvis

1. raekker der kun har O'er star nederst i matricen,

2. fgrste indgang forskellig fra 0 i en raekke (den ledende indgang

i raekken) star i en sgjle til hgjre for fgrste indgang forskellig
fra O i raekken ovenover.

Hvis indgang (4,5) i en matrix pd trappeform er en ledende in-

dgang i en ikke-0O raekke, sa siges denne indgang at vaere en
pivot.



Matricen A siges at vaere pa reduceret trappeform (echelon form)
hvis den er pa trappeform og opfylder

4. hvis a;; er den ledende indgang i raekke 14 sa er ap; = O for
alle £ £ 14

5. den ledende indgang i hver raekke er 1.

Enhver matrix kan ved et antal elementaere raekkeoperationer
omskrives til en entydig matrix pa reduceret trappeform.



Gausselimination: omskrivning af matrix til trappeform.
Betragt sdjlerne én ad gangen fra venstre mod hgjre.

Hvis fgrste sgjle er en 0-sg@gjle, sa se bort fra den og fortsaet med
naeste sgjle.

Hvis fgrste s@jle har indgange £ 0, sa foretag eventuelt raeskkeom-
bytning sadan at gverste indgang er = 0. Denne indgang er en
pivotindgang. Adder et multiplum af fgrste raekke til hver af de
andre raekker, sadan alle tal under pivotindgangen er O.

Se bort fra fgrste sgjle og f@grste raekke og fortsaet med naeste
sgjle indtil alle sgjler er behandlet.

Omskrivning af matrix pa trappeform til reduceret trappeform:
Betragt pivotsgjlerne fra hgjre mod venstre.



Hvis [Ab] er den udvidede koefficientmatrix for et ligningssys-
tem og [Rc] er matricen pa reduceret trappeform, der fas ved at
udfgre raekkeoperationer pa [Ab], sd har ligningssystemet med
udvidet koefficient matrix [Rc] de samme Igsninger som det
oprindelige ligningssytem.

L#gsning af ligningssystem med udvidet koefficientmatrix pa re-
duceret trappeform:

Hvis det er pivot i sidste s@jle sa er ligningssytemet inkonsistent.
Ellers er ligningssystemet konsistent og

hvis sdjle nr. 5 ikke har pivot sa er x; er fri variabel og

hvis sgjle nr. 5 har pivot sa kan x; udtrykkes ved hjzelp af de frie
variable (og tal i matricen).



Definition: Rangen af en matrix A er antallet af pivotindgange i
matricen, skrives rank A.

Definition: Nulliteten af en matrix A er antallet af sgjler uden
pivot: skrives nullity A.

Hvis A har n sgjler sa er rank A + nullity A = n.

Hvis A er koefficient matrix for et konsistent ligningssystem sa
er antallet af frie variable i Igsningen: nullity A.



