Lineaer algebra - 22

Ortogonale matricer.

En n x n matrix Q = [q1 ... qn] siges at veere ortogonal hvis
{q1,...,qn} er ortonormal, altsa hvis QTQ = Ip.

_

Hvis () er en ortogonal matrix sa er determinanten

det@Q = +1.
Hvis P og Q er ortogonale matricer sa er P() en ortogonal matrix.

En n X n matrix Q er en ortogonal matrix hvis og kun hvis

~lQul| = [[ul].

Q@ er altsa ortogonal hvis og kun hvis @ bevarer norm (og dermed
afstand).



Lad @ veere en ortogonal 2 x 2 matrix.

cosf —siné
sinf cosé
() er matricen for en rotation med vinklen 6.

Hvis det@) = 1 sa er Q = for en vinkel 6.

cosf siné

Sinf — coso for en vinkel 6.

Hvis det() = —1 sa er Q = !

cos ? nf21 .
@ har egenvektorer | “"#| o 7| med egenveerdier hen-
Sin5 COS 5
holdsvis 1 og —1.
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) er matricen for en spejling om linien med retningsvektor cin g .
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Denne linie er egenrum for () med egenvaerdi 1.
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Lad @ veere en ortogonal 3 x 3 matrix.
Sa er Q matricen for en rotation hvis og kun hvis det@ = 1.

Hvis P og Q er matricer for rotationer i R3 si er P og () ortogonal

matricer med determinant 1.
Sa er PQ ogsa en ortogonal matrix med determinant 1 og derfor

er P() ogsa matricen for en rotation.



En funktion F : R" — R"™ kaldes en flytning (rigid motion) hvis
den bevarer afstand altsa hvis

[F(u) = F(v)|[ = [[lu—v[],
for alle vektorer u,v € R,
Lad b= F(0) og T(v) = F(v)—b. Sa er T en linezer transforma-

tion og en flytning. Standardmatricen for 1" er sa en ortogonal
matrix.

F kan altsa skrives som

F(v) = Qv +b,
hvor () er en ortogonal matrix. o

(I litteraturen stilles ofte et yderligere krav for at F kaldes en fly-
tning: nemlig at det Q = 1 sdledes at der ikke indgar spejlinger.)
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Symmetriske matricer.

A en n xn matrix.

R™ har en ortonormal basis, hvis vektorer er egenvektorer for A
hvis og kun hvis

A er symmetrisk, altsd Al = A.



Diagonalisering af symmetriske matricer.

Lad A vaere en symmetrisk n x n matrix og lad {vi,vp,...,vn}
vaere en ortonormalbasis for R™ sa Av; = A\;v; hvor A1, Ao, ..., \n
er egenvaerdierne for A.

Lad P = [V1 Vo ... Vn]
\ _

og D = en diagonalmatrix.

An

Sa er P en ortogonal matrix og

A= prPDPT,



