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Regneoperationer der kan bruges pa vektorer:

Vektoraddition: hvis v og w er vektorer sa er v+ w en vektor.

(vo,v1, ..., vp—1)+(wo, w1, ..., wy_1) = (vo+wo,vi+wi,...,Vp_1FtWy_1).

Skalarmultiplikation: hvis v er en vektor og a er et tal (skalar)
Sa er av en vektor.

a(vo, v1,---,vp—1) = (avg, avy,...,av,_1).

Alle sxedvanlige regneregler gaelder for disse regneoperationer.
F.eks. 1v=v og Ov =0.



Hvis vg,vy,...,vyh_1 €r vektorer og ap,aq,...,a,_1 €r tal sa kaldes
udtrykket

aovo -+ aivi + ...+ an—1Vn—1

en linear kombination af vg,vy,...,Vvp_1.

Mangden af vektorer der kan skrives som linear kombination

af vg,vy,...,vp_1 kaldes maengden (underrummet) udspaendt af
Vo, V1, Vn—1-
Hvis én af de n vektorer vg,vy,...,vp_1 Kan skrives som linear

kombination af de andre n — 1 vektorer sa siges vektorerne at
vaere lineaert afthaengige. Ellers er de lineaert uafhaengige.



Prikproduktet af to vektorer v = (vg,v1,...,v,—1) O9
w = (wg,w1,...,w,_1) er defineret ved

V-wW=wvowg+viwy + ... +vp_1wWyH_1-

Prikproduktet kan ogsa beregnes som

v-w = |[|v]| |[w]|cos®

hvor 6 er vinklen mellem vektorerne.

v 0g w er ortogonale hvis v-w = 0.

Langden af ver ||v|]| =V v = \/vg—l—v%—l—...—l—v%_l.



Prikproduktet opfylder fglgende regneregler:

e (Uu+v) wW=u-w+v-w

e a(v-w) = (av)w = v-(aw)

e v-v>0 0Og

e v-v=0 hvis og kun hvis v =20.



LLaengde af vektorer opfylder

e ||[v|| >0 og ||v|]| =0 hvis og kun hvis v = 0.

o [lav]| = |a] [[v]

o [[v+wi| < |[v[l + [lwll.

Disse regler opfyldes ogsa af Manhattan normen

[IVlley = lvol + |oa] 4+ .. + up—1]

hvor v = (’Uo,’Ul, e ,’Un_l).



Normalisering af en vektor v #= 0:

v har samme retning v og laengde 1.

Projektionen af en vektor v pa en vektor w # 0 er
V- -W

w = (V- -W)W.
[[wl]2

ProjwVv =

Vektoren
pPerpwv = v — pProjwVv

er ortogonal pa w.



En mangde af vektorer {wg,wq,...,wy_1} Siges at vaere ortonor-
mal hvis vektorerne er parvis ortogonale og de har laengde 1.



Gram-Schmidt ortogonalisering af lineaert uafhaengige vek-
torer vg, vy, ..., Vvp_1:

Saet

® Wg — Vo

® Wi = V] — Projw,Vvi

® W = Vg — PrOjw,V2 — PrOjw,; V2



Generelt:

W; = V; — DFO_]WOVi — ... — DrOjWi_lVi.

Beregn dernaest

A

W07W17 v 7WII—1'

Disse vektorer er ortonormale.
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u,v,w : tre linezert uafhangige vektorer i R3.

Lad hgjre hands pegefinger pege i retning u og langefingeren
pege i retning v. Sa siger vi at u,v,w er hdgjrehandet hvis w er
pa samme side af planen udspandt af u,v som tommelfingeren.
Ellers er u,v,w venstrehandet.

Eksempel: i,j,k er hgjrehandet.



Lad v = (vg, vy,vz) 09 W = (wWg, wy, Wz).

Sa er krydsproduktet defineret ved

VX W = (0yWz — WyVz, VzWg — WzVg, VpWy — Wxly).

v X W er vektoren ortogonal pa v og w, der opfylder at
V,W,V X W er hgjrehandet, og
I|lv x w|| =||v|| ||w]|sin8, hvor 8 er vinklen mellem v og w.

||v x w|| er arealet af et parallelogram hvor to af siderne er v og

W.



Vektor tripelprodukt:

Hvis v og w er to vektorer i R3 (ikke-parallelle) sa er

W, VW, WX (VXW)

en hgjrehandet ortogonal basis.
(Alternativ til Gram-Schmidt.)



Skalar tripelprodukt:

u(vxw)=w-(uxv) =v(w xu)

er et tal som er

e positivt hvis u,v,w er hgjrehandet,

e negativt hvis u,v,w er venstrehandet,

e O hvis u,v,w er linezert afhaengige.

lu-(v x w)| er volumen (rumfang) af et parallelepipedum hvor
u,v,w er tre af kanterne.



Hvis V er en maengde af vektorer i R™ som opfylder

eveVogweV=v4+weV.

eveV ogceR=cvelV.

sa siger vi at V er et underrum af R".

Hvis bq,...,b, er lineaert uafhaengige vektorer der udspaender V
sa siger vi at {by,...,by,} er en basis for V. d er da dimensionen
af V.

Underrum af dimension 0: {0}
Underrum af dimension 1: linie gennem O.
Underrum af dimension 2: plan gennem 0.



Affin rum af dimension 1: linie (ikke gennem {0}).
Affin rum af dimension 2: plan (ikke gennem {0}).

Et affint rum bestar af punkter pa formen

P+v, PcV,

hvor V er et underrum og v er en fast vektor.



Py og Py: to forskellige punkter.

Der findes en entydig linie der gar gennem begge punkter. Den
bestar punkter pa formen

tPh+ (1 —t)P;, teR.

Liniestykket mellem Py og P; bestar af punkterne

tPhb+ (1 —t)P;, hvor0<t<1.

En maengde siges at veere konveks hvis det for ethvert par af
punkter Fp, P; | maengden gaelder at liniestykket mellem dem
0gsa er indeholdt i maengden.



Lad Py, ..., P, vaere punkter.
Udtrykket

aOPO—I-a1P1—|-...—|-akPk, hVOI’aO—|-CL1—|-...—|-CLk=1

kaldes en affin kombination af Fp,..., P;.

Mangden af punkter der kan skrives som affin kombination af
Py, ... P, er et affint rum.

Py, ... P siges at vaere affint afhaengige hvis ét af punkter kan
skrives som affin kombination af de andre k punkter.
Ellers er Py, ..., P, affint uafhaengige.



W et affint underrum.
Hvis ethvert punkt i W er affin kombination af Fy,...,FP. 09

disse punkter er affint uafhaengige sa siges Fg,..., P, at udggre
et simplex.

Ethvert punkt P i W kan da skrives (entydigt) som

aOPO—I_alPl—I_---_I_akPk:a hVOFCLO—|—CL1—|—...—|—CLk=1.

ag,ai,---,a Kaldes de barycentriske koordinater for P.
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De polaere koordinater for et punkt P = (x,y) i planen er (r,60)

hvor r = \/x2—|—y2 er afstanden mellem (0,0) og (z,y) og 6 er
vinklen (regnet med fortegn) mellem z-aksen og vektoren (z,vy).

Omregning fra (r,0) til (z,vy):

x =1rcosf, y=rsind.

Omregning fra (x,vy) til (r,0):

(arctan% hvis = > 0,

arctanZ 4+ 7 hvis z < 0,
r=\/:c2+y2, 0= . o ,

5 hvis £ = 0,y > 0,

-7 hvis z = 0,y < 0.

Hvis man regner i grader skal = erstattes af 180°.



De sfeeriske koordinater for et punkt P = (z,y,2) i rummet er
(p,d,0) hvor p = \/xQ + y2 + 22 er afstanden mellem (0,0,0) og
(z,y,z) 09 ¢ er vinklen mellem z-aksen og vektoren (x,v, z).

0<¢<m (eller 0 < ¢ <180°). O er den samme vinkel som ved

polaere koordinater for (x,vy).

Omregning fra (p, ¢,0) til (x,vy, 2):

x = pSingpcosh, y=psingsinfh, =z = pcCOSa.

Omregning fra (x,y, z) til (p,¢,0):

<
p = \/902 —|—y2 —|—z2, o = arccos;.

6 beregnes som pa forrige side.



En linie der gar gennem punkter Py og P bestar af punkter der
kan skrives som

Py+td, teR,

hvor d = P; — Py er vektoren fra Py til Py.

Hvis linien ligger i planen sa findes der vektor n = (a, b)
(f.eks. hvis d = (b, —a)) som er vinkelret pa linien.

Et punkt Q = (z,y) ligger sa pa linien hvis og kun hvis

n-(Q — Pp) = 0.
Hvis Py = (xg,y0) Sa kan denne ligning kan omskrives til

ar + by +c = 0,
hvor ¢ = —axg — byg. Dette kaldes generaliseret linies ligning.



Hvis ||n|| = a2+ b2 = 1 0g ax + by + ¢ = d s ligger punktet
(z,y) i afstand |d| fra linie — hvis d > 0 pa samme side af linien
SsOom n angiver.



En plan der gar gennem punkterne Py, P1, P> bestar af punkter
pa formen

Po+su+tv, s,tekR,

hvoru= P; — Py og v=PFP, — F,.

Hvis planen ligger i R3 s& findes der en vektor n = (a, b, c)
(f.eks. n = u x v) der er vinkelret pa planen.

Et punkt Q = (z,vy, z) ligger sa pa planen hvis og kun hvis

H(Q — Po) = 0.



Hvis Py = (x0,y0,20) Sa kan denne ligning omskrives til

ar + by +cz+d=0,

hvor d = —axg — byg — czg. Dette kaldes generaliseret planens
ligning.
Hvis |ln|| = Va2 +b%2+¢® = 1 og (=x,y,2) er et vilkarligt punkt

i rummet sa er |ax + by 4+ cz 4+ d| afstanden mellem punktet og
linien — hvis ax 4+ by + cz + d > 0 ligger punktet pa samme side
af planen som n angiver.



Lad P vaere et punkt i planen der gar gennem Fp, Py, P>.
Sa findes der entydige tal s,t sa
P=PFPy+su+tv, hvoru= Py —FPyogv=PFP —F.

Hvis w = P— Py = su-+tv sa kan s og t bestemmes fra ligningerne

vxw=s(vxu), uxw=t(uxv).

Sa er

P=Py+s(P1—P)+t(Po—P)=(1—-s—1)Py+ sP +tP>.

De barycentriske koordinater for P er altsa (1 —s —t,s,t).

Hvis P ligger inde i trekantensaer1—s—t>0,s>0,t > 0.
Hvis et af tallene er negativ sa ligger P udenfor trekanten.



En 3 x5 matrix:

102 1 -1
A=1|3 2 7 -5 0
112 1 4 |
En m xn matrix har m raekker (vandrette), og n sgjler (lodrette).
Raekkerne numereres 0,1,...,m — 1.
Sdjlerne numereres 0,1,...,n — 1.

Elementet (tallet) i reekke i, sgjle j skrives (A);; eller a;;.
F.eks. (A)12 =17.



Hvis A og B er m x n matricer sa er A+ B m X n matricen hvor

(A4 B);; = (A)i; + (B)ij.

Hvis A er en m X n matrix og a € R er et tal sa er aA m X n
matricen hvor (aA);; = a(A);;.



A en m X n matrix.
B en r x s matrix.

Produktet AB kan udregnes hvis n =r
0g resultatet er sa en m X s matrix.

% sk ok k| - i} %
* 1 % *x x %

% sk %k % *
x 2 %k ok ok %

*k %k ok ok 3 == |k k
* % %k k%

b 6 7 8 * 70
x 4 % x k%

O - % X

70=5-146-24+7-3+8-4.

X ¥ X X% X

* X K X X

* Kk Kk K X

X ¥ X X% X




Regneregler, f.eks:
A(B+C)=AB+ AC

Og
A(aB) = a(AB),

hvor a er et tal og A, B,C er matricer der har stgrrelser sadan at
addition og multiplikation er defineret.

Naesten alle sedvanlige regneregler er opfyldt.
Undtagelsen er at multiplikation ikke er kommutativ.

AB # BA.



Den transponerede af en m x n matrix A er en n X m matrix AT
hvor (AT),L] = AJ,L

Hvis
1 2 3 4]
A=|b 6 7 8
9 10 11 12
sa er
(1 5 9]
T 2 6 10
A_3711
4 8 12]

(A+ B = A+ BT, 4aB)l' = BTAT.



Identitetsmatrix / Enhedsmatrix:

1000
0100
I=Ih=1I1=1 41 0
000 1

Hvis A er en m X n matrix sa er AIl,, = A og I,,A = A.



En n x 1 matrix er en (sgjle-) vektor.

En 1 x n matrix er en (raekke-) vektor. Dette opfattes som en
transponeret sgjle-vektor.



Produkt af blokmatricer (hvis alle summer og produkter er de-
fineret):

A B||E F| |AE+ BG AF + BH
C D||G H| |CE4+DG CF+DH|’

[ao an_l} : = boao—l— —|—bn_1an_1.




Lad V og W vaere vektorrum, f. eks. V =R™ og W = R".

En funktion T : V — W siges at vaere en lineaer transformation
hvis

e T'(v+w)=T(v)+ T(w) for alle vektorer v,w € V, 0g

e T'(av) = aT'(v) for alle vektorer v € V og alle tal a.
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Hvis A er en m X n matrix sa er funktionen
S:R"+— R™

som er defineret ved
S(v) = Av

en lineaer transformation.



Hvis 7 : R"™ — R™ er lineaer transformation, der opfylder

T(eO) = a0, T(el) = al, ..., T(en—l) — Adp—1,
hvor
(1] 0 o]
0 1 0
€ — O , €1 — @) s e Cn_1 — N
: 0
0 0 1
Sa er
T(v) = Av,

hvor A er matricen

[ao al ... an_l} .



Hvis S : RP — R™ som er defineret ved S(w) = Aw
og 7 : R" — RP som er defineret ved 7(v) = Bv

er lineaere transformationer,
sa er

So7T :R" > R™
0gsa en lineaer transformation og

(SoT)(v) = (AB)v.



Hvis 7 : R"” — R™ er en lineaxr transformation sa definerer vi
nulrummet af 7 som

N(T)={veR"|T(v) =0}
Dette er et underrum af R"™,
Dimensionen af N(7) betegnes nullity(T).

Billedrummet af 7 defineres som
R(T) ={w e R™ | der findes v e R" sa T(v) = w}.

Dette er et underrum af R™.
Dimensionen af R(7) kaldes rangen af T og skrives rank(T).

Dimensionsformel:

nullity(T) + rank(T) = n.



Ligningssytemet

|
S
@)

apoxo+ ap1€1 + .-t a0 n-1Tn—1 =
a10z0+ a1121 + ...+ a1 p-1Tpn-1 =

|
S
[

Am—1,000F Am—11%Z1+t ...+ Apn_1p-1Tpn-1 = by_1

har udvidet koefficientmatrix (totalmatrix)

ago apr ... aQp-—1 bo
a1o ail ... G1lp—1 b1

am—1,0 4m-11 -+ Gm—1mn—-1 bm—1.



Elementaere raekkeoperationer pa matricer:

1. gang en raekke med et tal k # 0

2. rekke ¢ erstattes af (raekke i) + k- (rekke j), 1 £ j
3. ombyt to raekker.

To m X n matricer siges at vaere rekkeakvivalente hvis den ene
kan fas fra den anden ved brug af et antal elementaere raekkeop-
erationer.

To lineaere ligningssystemer hvis udvidede koefficientmatricer er
raekkeaekvivalente har samme Igsningsmangde.



En matrix er pa trappeform hvis
1. raekker hvor der kun er O'er star nederst
2. det fgrste element i en raekke som er #= 0 er 1 (kaldes det

ledende element eller pivot)
3. et ledende element i en raekke star i en sgjle til hgjre for det

ledende element i raekken over.

En matrix pa trappeform er pa reduceret trappeform hvis
4. en sgjle med et ledende element (pivot) har O i alle andre

raekker.



Lasning af linezert ligningssystem (nar den udvidede koef-
ficient matrix er pa reduceret trappeform)

Hvis sidste s@jle har en pivot sa er der en ligning pa formen:

0330—|—...—|—O$n_1:1,

og ligningssystemet er dermed inkonsistent (ingen Igsninger).

Hvis der er pivotposition i alle sgjler undtagen den sidste sa er
der en entydig Igsning til ligningssystemet.

Hvis der ikke er pivotposition i sidste sgjle og der ikke er pivot-
position i yderligere mindst én sg@gjle, sa er der uendeligt mange
lgsninger.
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A: en n X n matrix.

Pa plads (7,7) star der a;;.

A;j: en (n—1) x (n—1) matrix, der fas fra A ved fjerne raekke i
0g sgjle 3.

Determinant.
n=1: det([apo]) = aqo

n > 2.
det(A) = agp det(Agp) — ag1 det(Agy1)+
agp det(App) — ...+ (=1)""lag,_1 det(Ag n_1)



Udvikling efter raekke z:

n—1
det(A) = Y a;;(—1)"7 det(4;;).
j=0
Udvikling efter sgjle j:
n—1 o _
det(A) = Y a;;(—1)"7 det(4;;).
1=0

Egenskaber for determinanter:

det(A1) = det(A), det(AB) = det(A) det(B).



Elementaere raekkeoperationer pa determinanter.
Matricen B fas fra A ved at udfgre en af disse raekkeoperationer:

1. gang en raekke med et tal k # 0
det(B) = kdet(A) altsd det(A) = Ldet(B).

2. rekke ¢ erstattes af (raekke i) + k- (rekke j), 1 = j
determinanten er uaendret: det(B) = det(A).

3. ombyt to raekker.
determinanten skifter fortegn: det(B) = — det(A).



Invers matrix.
En n x n matrix A har invers matrix A= hvis

AAT =1 A lAa=1T
(Hvis én af disse ligninger opfyldt sa er de begge.)

A har en invers hvis og kun hvis det(A) #= 0.

Hvis [A I] kan omskrives med raekkeoperationer til [I B} sa er
A-1l =B.

Hvis [A I] iIkke kan omskrives med raekkeoperationer til en ma-
trix pa formen [I B] sa har A ikke en invers.



Hvis A og B er n x n matricer der begge har en invers sa har AB
en invers:

(AB) 1 =B~ 1AL

Invers af specielle matricer.

_ 4 —1 _ -

1 0O =z 1 0O —x
0O 1 y =0 1 —y
_O 0] 1_ _O O 1 |

e« 007t a1 0 o
0 b O =10 b1 0
0 0 c 0 0 ¢t




Invers af 2 x 2 matrix:
a b7 1 [d —b
c dl ad—bc|—c al’

b
d‘—ad—bc#o.

forudsat at ‘CCL

En n X n matrix siges at veere en ortogonal matrix hvis dens

s@gjle-vektorer er parvis ortogonale og de har leengde 1.

Hvis A er en ortogonal matrix sa er A—1 = AT
Omvendt, hvis A=l = A1 sa er A en ortogonal matrix.
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En affin transformation 7 : R" — R"™ er en funktion der opfylder

T(aoPo +a1P1) = agT (Fo) +a1T(P1),
for alle punkter Py, P; og alle tal ag,aq1 hvor ag + a1 = 1.
Lad 7 vaere en affin transformation.
Set S(v) =TO+v)—-T(O), hvor O = (0,...,0).
Sa er § en lineaer transformation og der findes derfor en matrix
A sa S(v) = Av.
A’'s sgjler er S(eqg),...S(e,—1).

(side 138)



T(v) =Av+y,
hvor y = T (O).

Den affine transformation repraesenteres af fglgende matrix

Ay
ol 1

Den inverse affine transformation 71 repriE6jsenteres af den
inverse matrix

A_l —A_ly
ol 1|



Punktet P i R" repraesenteres af fglgende vektor i R*T1

P

E
En translation med vektoren t afbilder punktet P i punktet P+t.
Matrix

I, t
ol 1




Ren rotation. (ren = om akse gennem O; dermed er rotationen
en linezer transformation)

En linezer transformation T'(v) = Av er rotation
hvis og kun hvis

A er en ortogonal matrix med det(A) = 1.

En sammensaetning af to rotationer er en rotation.



Rotation i R3 om z-aksen med vinkel 8 har matrix

‘cos® —sinf O
R, = |sing cosf O
0 0 1

Den affine matrix er
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Rotation i R3 med vinkel 6 om akse med retningsvektor r.
Hvis hgjre hands tommelfinger peger i retning r sa peger de andre
fingre i positive omlgbsretning.

Rotation med vinkel —0 om akse med retnhingsvektor —r er den
samme rotation som rotation med vinkel 8§ om akse med ret-
ningsvektor r.
o 1

regn r — —r.
Udregn r |\1“||r
En vilkarlig vektor v roteres over i vektoren R(v), som kan bereg-
nes med Rodrigues formel:

R(v) = cos(0)v + (1 —cos(0))(v-t)t + sin(0)(f x v).



»
Hvis ¥ = |y| sa er matricen for rotationen:
_Z_
2 Y X2 (1 0 O]
R:p = (1—cos(f) |zy y? yz|+cos(d) |0 1 0O|+sin(h)
Tz Yz 22 0 0 1

Matricen kan ogsa skrives som

hvor

c = cos(h),

_tmz—l—c
Rjp = |tey + sz
(txz — sy tyz + sz tz2—|-c_

tey — sz txz + sy
ty2 4+ c

s = sin(6),

tyz — sx | ,

t =1 — cos(0).




Rotation om z-aksen med vinkel 6, [indsaet (z,vy,z) = (1,0,0)]:

1 0 0
Rz = Rjp, = |0 cos(0z) —sin(0z)] .
0 sin(fz) cos(0z) |

Rotation om y-aksen med vinkel 8y [indsaet (z,y,z) = (0,1,0)]:

[ cos(6y) 0O sin(6y)]
R, = Ryp, = 0 1 0 |.
|—sin(fy) O cos(f) |

Rotation om z-aksen med vinkel 6, [indseet (z,y,2) = (0,0, 1)]:

cos(#,) —sin(6,) O]
R: = Ryy, = |sin(6,) cos(0:) O
0 0 1




Matricen for rotation om z-aksen efterfulgt af rotation om y-
aksen efterfulgt af rotation om xz-aksen:

[ CyCz —CyS=z Sy
R:RyR; = | SzSyCz+ CzxSz —SxSySz+ CxCz —SxCy
| —CzSyCz + SxSz CxSySz+ SxCz CxCy |

hvor

Cx = cos(6z), Sz =-sin(6y),
Cy = cos(by), Sy = sin(by),

Cz =cos(6;), Sz=sin(6,).
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Spejling (reflektion) om plan gennem O = (0,0,0) med nor-
malvektor n, der har laengde 1.

3 X 3 matricen for spejlingen:

I-2(h®@n) = |—2ngny 1— 2n5 —2nyny
_—Qnajnz —znynz 1 — 27?,3_

Den affine matrix er

I-2(h@n) 0
ol 1|

Spejling om O har 3 x 3 matrix —1I.



En ortogonal matrix har determinant 1 eller —1.

En matrix A er en ortogonal matrix med determinant 1
hvis og kun hvis
A er matricen for en rotation.

Matricen for spejling er en ortogonal matrix med determinant
—1.

Men spejlings-matricer udggr kun en lille andel af alle ortogonal
matricer med determinant —1



Shear.
n.: en vektor, der har laengde 1.
s en vektor ortogonal pa n.

Punkter i planen gennem O med normalvektor n fastholdes af
transformationen.
En vilkarlig vektor v afbildes i v + (fi-v)s.
Den affine matrix for shear er
I+s®@n O
Hy s = [ ] '

Y

ol 1

SrNoy Saj’n;y STz
S ® ﬁ — Synaj Syny Synz 3
SNy Szny SzTz




R er 3 x 3 matricen for en rotation om O eller shear eller spejling
om plan gennem O.

Den tilsvarende transformation om C = O + x har affin matrix

I x{|R O0/|I —x |R (I-R)x
ol 1|7 '

ol 1| |oT 1 ol 1




R: 3 x 3 matricen for en rotation.

Find Euler vinkler 0;,0,,0, sa

hvor
R, er rotation om z-aksen med vinklen 6,

Ry er rotation om y-aksen med vinklen 0,
R, er rotation om z-aksen med vinklen 6.

Vinklen 6, bestemmes ved:

sinf, = Rgp, cosf, = /1 —sin24,.



Hvis cos 6y = 0 sa bestemmes 0, og 0, ved

. R R
Sinfy = ———2-,  COSfp = ——=,
COS Oy COS Oy
. R R
Sinf, = — 01 , CO0SsfO, = 00
COS 0Oy COS 0Oy

Hvis cosf, = 0 sa velg 6, = 0 og 0, bestemmes ved

sinf, = Roq1, cc0sO;=Rq1.
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R er 3 x 3 matricen for en rotation.

Find akse-vinkel repraesentationen af denne rotation: altsa en
retnningsvektor ¢ = (z,y,z) 09 en vinkel 8 sa R = Ryy.

Udregn trace(R) = Rgg + R11 + Roo.

Sa er § = cos™1(5(trace(R) — 1)). Det giver 0° < 9 < 180°.
cos—1 skrives 0gsa sSOm arccos.



Hvis 6 = 0°: ingen rotation, t er vilkarlig.

Hvis 6 #= 0° og 6 # 180°:

r = (Ro1 — R12,Roo — Roo, R10 — Ro1), T =

Hvis 6 = 180°. Bestem det stgrste af tallene Rgg, R11, Roo.

: R
Rpg stgrst: x= = %\/Roo — Ri{1 — Roo+1, y= %, z = 5=

: R
Rq1 stgrst: y:%\/Rll_ROO—RQQ‘Fl, CUZQ—Oyl, 2=

Roo stgrst: 2z = %\/RQQ — Ropop— R11+1, x= %, = 5.°.



En kvaternion g skrives som

q — (w7$7y7z)7

eller

g =w—+ zi+yj+ zk.

X

Hvis vi setter v=uxi+yj+ 2k = |y
_Z_
q = (w,v),

eller

q=w -+ V.

sa skriver vi 0gsa



Addition af kvaternioner:

(w1, z1,y1,21) + (w2, 22, Y2, 22) = (w1 +wo,x1+x2,y1+Y2, 21+22).
Skalarmultiplikation:
a(w,z,y, z) = (aw, az, ay, az).

Magnitude af kvaternion:

lall = Vw? + 22 + 4% + 22,
hvor ¢q = (w,x,vy, z).
Hvis ¢ # (0,0, 0,0) har kvaternionen

1

T4
lql]
magnitude 1 og siges at vaere normaliseret.



Rotation om aksen r med vinkel 8 repraesenteres af kvaternionen
qg = (cos (g) ,Sin (g) I).

Eller

(cos (36O; — 9) . sin (36O; — 9) (—%)) = (- cos (g) . —sin (g) ) =

Matricen for rotationen, der er repraesenteret af den normalis-
erede kvaternion ¢ = (w,z,vy, 2):

(1 —2y2 — 222  2zy — 2wz 2xz + 2wy
2xzy + 2wz 1 — D2 — 222 2yz — 2wz
2xz — 2wy 2yz +2wx 1 — D2 — 2y2
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Multiplikation af kvaternioner:
Ved udregning af

(wo + z2i + yoj + 22k) (w1 + 11 + y1j + 21k)
benyttes fglgende regler:

ij=k, ji= -k, jk=1i, kji=—i, ki=j, ik = —j.



Vi far
(wo,vo)(wy,v1) = (wawy — Vo:Vvy, w1Vo + wovy + Vo X V1),
0g specielt
(0,v2)(0,v1) = (—Vva-vy, v X V).

Regneregler: alle saedvanlige undtagen den kommutative lov.
Sa normalt er

4192 7 q24q1.

Desuden er

la1a2|| = lla1l] - lla2]l-



Identitet:
(w,v)(1,0) = (1,0)(w,v) = (w, V).

Invers: hvis ¢ = (w,v) #= (0,0) sa har ¢ invers

1
~1
¢ = 5w, —v).
lql|2
Hvis ¢ er normaliseret (||q|| = 1) sa er
q_l — (wa _V)'

Den inverse kvaternion opfylder:

gt =q¢1¢=(1,0).



Rotation med vinklen 8 om aksen med retningsvektor r reprasen-
teres af kvaternionen

g = (cos (g) ,Sin (g) I),

som opfylder ||q|| = 1.

Hvis p er en vektor i rummet sa skal Rq(p) angive den vektor
som p roteres over |.

Hvis vi opfatter p som en kvaternion, (0,p), sa kan Ry(p) udreg-
nes som

Ry(p) = qpq .

Hvis ¢ = (w,v) sa kan dette ogsa udregnes som

Rqy(p) = (2w? — 1)p + 2(v-p)v + 2w(v x p).



Omregning fra matrix-repraesentation af rotation til kvaternions-
repraesentation. (teori fra side 191)

R: en rotationsmatrix.

Udregn:
trace(R) = Roo + R11 + Roo.
r = (Rp1 — R12, Ro2 — Rog, R10 — Ro1)-

g = (trace(R) + 1,r) =
(Roo + R11 + Roo + 1, Ro1 — R12, Ro2 — Rog, R10 — Ro1)-

Rotationen repraesenteres sa af den normaliserede kvaternion
1
—q.
lq]|
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Lineaer interpolation:

Find en parameterfremstilling Q(t) for en linie, sa Q(¢;) = P; og
Q(tij+1) = P;41, hvor P; og P,y er punkter og t; < t;41 er tider.

L@sning

t— ¢t
Q(t) = P+ — (P41 — B).
i1 —



Hermite Kkurver:

Find kurve Q(t) sd Q(0) = Py, Q(1) = P1, Q'(0) =P7og Q'(1) =
P, hvor Py og P; er punkter og P og P} er vektorer.

Gzt: Q(t) = at3 + bt2 + ct + D, hvor a,b,c er vektorer og D er

et punkt.
Sa er Q/(t) = 3at? + 2bt +c.

Krav: QRQO)=D=PFP, Q(l)=a+b+4+c+D=P.
Q(0)=c=P; Q(1)=3a+2b+c=P].

Lgsning: a = 2(Py — P1) + P+ P}, b =3(P; — Py) — 2P, — P,
c =Py og D =P,



Omregning fra rotationsmatrix til normaliseret kvaternion:
R: en 3 x 3 rotationsmatrix.

Udregn:
q = (Roo + R11 + Roo>+ 1,Rp1 — R12, Ro> — R2o, R10 — Ro1)-
Rotationen repraesenteres sa af den normaliserede kvaternion
1

—q.
[lal]



Anden metode (hvis trace(R) < 0 ?):
Find den stgrste af Rgpg, R11, Roo.

Rgo stgrst: normalisér kvaternionen

(Rp1 — R12,Roo — R11 — Ropo + 1, Ro1 + Ri0, Ro2 + Rop).

Rq1 stgrst: normalisér kvaternionen

(Ro2 — Roo, Ro1 + R10,R11 — Roo — Roo + 1, R10 + Ro1).

R>> stgrst: normalisér kvaternionen

(R10 — Ro1, Ro2 + Rop, Ro1 + R12, Roo — Roo — R11 + 1).
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Hermite kurver:

Vi sgger en kurve Q(u).

to < t1 er tal (tider).

Py og P; er punkter. Vi gnsker: Q(tg) = Py 09 Q(t1) = P;.
P og P} er vektorer. Vi gnsker: Q'(tp) = P og Q'(t1) = Pj.

Hvis tg = 0 og t1 = 1 sa kan Q(u) beregnes fra formlen:

Q(u) =UMG,
hvor
2 2 1 1] Po]
3 3 —2 -1 P
— (,,3 2 — — 1
U= v w® w 1], M=|g ; 1 ol “T P,
1 0 0 O] P




G er egentlig en 4 x 3 matrix hvor raekkerne er punkter/vektorer
i R3.

Hvis tg = 0 men t1 = 1 sa erstattes U og G med

Sa er Q(t) = UMG.



Bézier kurver:
Py, Py, ..., P, er punkter, kaldet kontrolpunkter.
Bézier kurven

n

LA n—i
Q(u) :ZZ%)(Z)UJ (1 —w)"*P;, hvor (z
opfylder at Q(0) = Py og Q(1) = P,.

Mest interessant er n = 3:

Q(uw) = (1 —u)3Py 4 3u(l — uw)?P; + 3u?(1 — u) P> + u3Ps.

Da (1 —u)34+3u(l —uw)?+3u2(l —u)+u3=1er Q(u) en affin
kombination af Py, Py, P>, P3.

Desuden er (1—u)3 >0, 3u(1—u)2 >0, 3u?(1—u) >0 og u3 > 0.
Derfor er Q(u) en konveks kombination af Py, Py, P>, Ps3.



J3o(u) = (1 — uw)3 =1—3u+3u? —u3
J3 1(u) = 3u(l — w)? = 3u — 6u? + 3u3
J3o(u) = 3u?(1 — u) = 3u? — 343

J33(u) = u3
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Interpolation af rotation.
p 0g q. rotationskvaternioner.
Sfeerisk lineaer interpolation:

Bestem vinklen 8 mellem p 0og g ved cosf = p-q (prikprodukt af
p 0g q).

Derefter far vi interpolationen:

sin((1 —t)0)p + sin(tf)q
sin(0) '

slerp(p, q,t) =



Lineaer interpolation:

Saet
r=(1-1)p+tq.

Sa fas den lineaxre interpolation ved normalisering af r:

1

Ierp(pa q, t) — WT'



Automatisk generering af Hermite kurver.

Py, Py, ..., P, punkter. Vi gnsker at finde Hermite kurver
Qo(u),Q1(u),...,Qp_1(u) som opfylder

° QZ(O) = FP; 09 Qz(l) :Pi—I—l for alle:=0,1,...,n—1
e Qi(1) =Q;,,(0) for allei=0,1,...,n -2
e Q/(1) =Qj,,(0) for alle i =0,1,...,n—2

e Qj(0) =009 Q! (1) =0 (naturlige ende betingelser).



For at bestemme P = Q;(0),P] = Q}(0) = Qp(1),...,P,_; =
' 1(0)=Q. _,(1),P;, =Q/ (1) opstilles fglgende ligningssys-
tem (med en (n+ 1) x (n+ 1) matrix):

2 1 0 0 --- 0 0][ Py [ 3(P; — Py)
14 1 0 --- 00| P} 3(P — Py)
01 4 1 --- 00| P, 3(P3 — Pp)
00 1 4 10 sz—z 3(P,_1— P,_3)
0 O O 1 4 1||P 4 3(Py, — P,,_o)
0 0 O 0 12| P, | | 3(Pn— Py_1) |




Nar Py, P%,... P, er bestemt fra ovenstdende ligninger, sa kan
hver (); beregnes som

Q;(u) =UMG,
hvor
T2 2 1 17 P, ]
-3 3 -2 -1 P;
— 1,3 ,2 — — |t
U= |u> wu ul}, M = 0 0 1 ol G = Pg
1 0 0 O Py




