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Repetition: Orthogonale projektioner, Riesz’ repræsentationssætning og svag konvergens.

Forelæsning: Vi fortsætter i§5.1-§5.2: Den adjungerede til en begrænset lineær operator.
Selv-adjungerede operatorer. Kompakte operatorer.

Opgaver: Denne gang handler det udelukkende om Fourier rækker. Definer ϕk(x) = 1√
2π

eikx,
k ∈ Z ogx ∈ [−π, π]. Ladf ∈ L1[−π, π] være en2π-periodisk funtion. Partialsummen
Sn er givet ved

Sn(f)(x) =
∑

|k|≤n

〈f, ϕk〉ϕk(x), 〈f, g〉 :=

∫ π

−π

f(x)g(x) dx.

Definer Dirichlet kernen vedDn(x) =
∑

|k|≤n eikx.
a): Vis, at

Sn(f) =
1

2π

∫ π

−π

f(u)Dn(x − u) du := f ∗ Dn(x).

Féjer kernenFn(x) er givet ved

Fn(x) :=
1

n + 1

n
∑

k=0

Dn(x).

b): Vis, at

Fn(x) =
n

∑

j=−n

(

1 −
|j|

n + 1

)

eijx.

c): Bemærk først at

sin2(x/2) =
1

2

(

1 − cos(x)
)

= −
1

4
e−ix +

1

2
−

1

4
eix.

Verificer dernæst, at
(

−
1

4
e−ix +

1

2
−

1

4
eix

) n
∑

j=−n

(

1 −
|j|

n + 1

)

eijx =
1

n + 1

(

−
1

4
e−i(n+1)x +

1

2
−

1

4
ei(n+1)x

)

.
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Dvs.

Fn(x) =
1

n + 1

sin2[(n + 1)x/2]

sin2[x/2]
.

d): Vis, at (husk,f er2π-periodisk)

σn(f)(x) :=
1

2π

∫ π

−π

f(u)Fn(x − u) du

=
1

2π

∫ π

−π

f(x − u)Fn(u) du

=
S0(f) + S1(f) + · · ·Sn(f)

n + 1
.

e): Eftervis, at

Fn ≥ 0,
1

2π

∫ π

−π

Fn(x) dx = 1, ∀δ > 0 : lim
n→∞

1

2π

∫

x:δ<|x|≤π

Fn(x) dx = 0.

f): Modificer beviset på side 18-19 i [P] og bevisσn(f)(x) → f(x) uniformt på
[−π, π] for en kontinuert2π-periodisk funtionf . Vis også at‖f−σn(f)‖2 → 0 [fak-
tisk: ‖f − σn(f)‖p → 0 for 1 ≤ p < ∞]. Specielt har vi vist, at det trigonometriske
system udspænder en tæt delmængde afL2[−π, π]. Det følger, at{ϕk}k∈Z udgør en
orthonormal basis for L2[−π, π].

g): Fourier transformen påL1[−π, π] er injektiv. Vi kan bruge ovenstående til at vise:

f, g ∈ L1[−π, π], 〈f, ϕk〉 = 〈g, ϕk〉, ∀k ∈ Z =⇒ f = g a.e.

[Det bruger Daubechies f.eks. på side 132 formel (5.1.19)].

Med venlig hilsen
Morten


