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Et lineaert ligningssystem bestdende af m = 3 ligninger med n = 4 ubekendte:

X1—|—2X3—|—X4:—1
3x1 +2x 4+ 3x3 —5x4 =0
X1 +Xx+2x3+x4 =4

Dette ligningssystem har udvidet koefficientmatrix (totalmatrix):
102 1 -1

A=1|3 2 3 -5 0

112 1 4

som er en m X (n+ 1) matrix: m (= 3) raekker, n+ 1 (= 5) sgjler.
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Ligningssystemet pa matrix form

102 1711 1

3 23 -5/ =]o0

112 1/|/| 4
X4

(m x n matrix) - (vektor med n komponenter) = (vektor med m komponenter).
Antal Igsninger til m linezre ligninger med n ubekendte

0 (inkonsistent ligningssystem)

oo (der er en eller flere frie variable)

1 (m>n).
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A en m X n matrix.

B en r x s matrix.

Produktet AB kan udregnes hvis n = r
og resultatet er sd en m X s matrix.

N * * % ok ok
* 1 % *x x %

* % k% * * % x k
* 2 ok x % %

* % ok k T * * % ok ok

5 6 7 8 * 70 % % % %
* 4 x x x %

¥ % k% * % % ok ok ¥

70=5-14+6-247-3+8-4.
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Identitetsmatrix / Enhedsmatrix:

1000
0100
I=h=hL="145 0 1 ¢
000 1

Hvis x er vektor med n komponenter sa er /,x = x.
Hvis A er en m X n matrix sd er Al, = A og I,,A = A.
En invers matrix til en matrix A er en matrix A~! som opfylder

AA L =] og AlA=1.
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Hvis en m X n matrix har en invers sier m=nog [l = I,.

n=2
a b
Al )
Hvis ad — bc = 0 sd har A ikke en invers.
Hvis ad — bc # 0 sé har A invers

1 d —b
ATl = .
ad — bc {—C a ]
Vilkarligt n

Hvis [A 1] ~ [l B] s& er A~1 = B.
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Hvis A er en invertibel n x n matrix s har ligningssystemet
Ax=b

en entydig Igsning:
x=A""b.

Hvis A og B er invertible matricer sa er

(AB)"' =B71AL.
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Transponering af m x n matrix A:
AT er n x m matrix, f.eks.:

1 2 3 4 ;
A=15 6 7 8|, AT = 3
9 10 11 12

4

1

2

T _

(1,2,3,4)" = 3

4
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Afstand mellem to punkter (vektorer): (a1, a2) og (b1, b2) i planen:

\/(31 — bl)2 + (32 — b2)2

Afstand mellem to vektorer

ai b1

a by
. og .

an b

\/(31 — b1)2 + (32 — b2)2 4+ ...+ (a,, — b,,)2.
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S———————
Kapitel 6

Afsnit 6.5 (gennemgas senere):

@ A:en mxnmatrix, m>n

@ Ax = b er inkonsistent.
Find x sd Ax er taet pa b.
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Afsnit 6.6
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Vi har n punkter (x1,y1), (%2, y2), - - -5 (Xa, ¥n)-
Find en linie y = ax + b der tilnzermer de n punkter bedst muligt.
(1 bogen: y = 8o + Bix.)
Antagelse:
@ x;-vaerdier kendes praecist

@ men der kan vere fejl pa y;-veerdierne.
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-
Hvornar gar linien y = ax + b pracist gennem alle n punkter.

a1 +b=y
axa+ b=y
ax,+ b=y,

Et system af n linezre ligninger med 2 ubekendte (a og b). P34 matrixform

xg 1 %1
X2 1 a Y2
: b |
| Xn 1_ LVn |
eller ~ _ o
1 x Y1
1 x| [p ¥2
: a] |
_1 Xn | | Vn |
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Mindste kvadraters metode:

Bestem linien y = ax + b sddan at

(axi +b—y1)? + (a2 +b—ys)> + ...+ (ax, + b — yn)?

er mindst mulig.
Det betyder at afstanden mellem

1 X1
1 X2 b
G
1 x,

er mindst mulig.
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ax; + b "
axo + b 2
= . og .
ax, + b Yn
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1 x "
1 X2
A= 1. kaldes designmatrix, y= kaldes observationsvektor
1 Xn yn
Hvis 5
A=
sa er
Talb T
A"A o = Aly
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ATA [b} =ATy.
a
mindste kvadrater linien.

| afsnit 6.5 vil vi se at en Igsning til denne ligning, som kaldes normalligning giver

[ﬂ = (ATA)1ATy.
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Eksempel.
Bestem den linie (mindste kvadraters linien) der bedst tilnzermer fglgende punkter:

(1,3), (2,5), (3,9), (4,12), (5,14).

1 1 3
1 2 5
A=|1 3| , y=109
1 4 12
1 5 14
1 1
1 2
o 11111 5 15
AA{1234513‘1555
1 4
1 5
3
ATy_[11111]3_[43]
1234512 158
14
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Normalligning

-

Den gnskede linie har altsd ligning

y=29x—-0.1
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Vi fandt a og b s3 kurven y = af (x) + bg(x) ligger taettest pé punkterne, hvor
f(x)=xogg(x)=1

Metoden kan bruges for andre funktioner f(x) og g(x).

F.eks. f(x) = x? og g(x) = x.

Eksempel: Punkter (1,0), (2,1), (4,3),(5,7).

Find parabel med ligning xb + x?a = y der gdr gennem punkterne:

1b+1%a=0
2b+2%a=1
4b+ 4% =3
5b+5%a=7
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|
Altsa A {g] =y, hvor

11 0
2 4 1
A=14 16 %6 YT 3
5 25 7

Normalligningen AT A [:] = ATy ers3
46 198] [b] _ [49
198 898| |a|  [227|°

)=o)

Der er ingen parabel der pracis gdr gennem punkterne, men parabelen med ligning

Den har Igsning

y = 0.35x% — 0.45x

er en “god” tilnaermelse, idet den minimerer "7, (x;b + x?a — y;)2.
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Afsnit 6.1
up Vi
u V2

Ladu=| .| ogv= | .| veere to vektorer i R".
Up Vn

S3 defineres prikproduktet (det indre produkt eller skalarproduktet) som

uv=uvy+uwv+...+ uyv,.
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A en m X n matrix.

B en n x s matrix.

Tallene i produktet AB kan udregnes som prikprodukter:
Plads (i,j) i AB = (A's rkke i) - (B's sgjle ).

* % ok ok * * % ok ok
* 1 % *x x %

* % k% * * % k%
* 2 ok x % %k

* % x k T * * % ok ok

5 6 7 8 * 70 % % % %
* 4 x % x %

* % k% * % % ok ok ¥

70=5-14+6-247-3+8-4.
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Regneregler:
e uv=vu
o (u+v)w=uw+vw
o (cu)v =u-(cv) = c(u-v) for et tal c.
@ u-u >0 med mindreu=0. 0-0=0.
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Langden af en vektor v = | . | defineres til

Vn

||v||:\/v-v:\/v12+v22+...—|—v3

[Iv][? = vv

llevll = /(cv =/ (vv) = [c|V/IIVI[> = [e] -[Iv]l.
Normalisering af vektor v
Vektoren ﬁv har lengde 1 og peger i samme retning som v.
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uy %1
ur 1%

Afstanden mellem to vektoreru= | . | ogv= | . | i R" defineres som
Un Vn

dist(u,v) = [Ju —v|| = /(11 — v1)2 + ... + (tp — V)2
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To vektorer u og v siges at vaere ortogonale (vinkelrette) hvis u-v = 0.
0 er ortogonal péd enhver vektor v.

Pythagoras:
u og v er ortogonale hvis og kun hvis ||u + v|[2 = [|u][?> + ||v|[>.
[lu+v]?=(u+v)(u+v)=uu+vv+2uv=|ul]?+]|v]?+2uv.
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Underrum (afsnit 2.8)
H: en maengde af vektorer i R".
H er et underrum af R” hvis

e0cH
o hvisue Hogve Hsdu+ve H
@ hvisue HogceRsacue H
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Eksempler pd underrum:

1. Hvis uy,...,u, € R sd er

span{uy,...,un} ={cui + ...+ cnun | c,.
(maengden af alle linearkombination af uy, ..., up).
span{uy,...,un} er et underrum af R".

2. Hvis A=[u;...up] er en n X m matrix sa er
Col A =span{uy,...,un}

(sgjlerummet af A)
et underrum af R".

Col A er mangden af vektorer pd formen Ax hvor x € R™.
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3. Hvis A er en n X m matrix sa er
Nul A= {x e R" | Ax =0}
(nulrummet for A) et underrum af R™.

ai
ce.oa
4. Hvis A = , =[a;...an]" er en m x n matrix s3 er

AU
Row A = Col AT et underrum af R”".
(Row A er mangden af alle linear kombinationer af A's rakkevektorer.)
Det kaldes raekkerummet for A.
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Lad W vere et underrum af R”,
og lad by, ..., b, vaere vektorer i W.
{b1,...,by} er en basis for W hvis

@ span{by,...,b,} = W og

@ by,...,b, er linezrt uathaengige
(Det betyder at ligningen

x1b1 +X2b2+...+Xpbp:0

kun har Igsningen x; =x = ... =x, =0.)

Dimensionen, dim W, er antallet af vektorer i en basis.
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Eksempler pd underrum:
5. Hvis W er et underrum af R" sa lad L vaere maengden af vektorer i R” der er
ortogonale pa enhver vektor i W.
Sa er L et underrum af R".
L kaldes det ortogonale komplement af W/, skrives L = W=.
For et underrum W af R":
(WHt =w.

dim W +dim W+ =n

AAS (I117) Anvendt Linezr Algebra 33 /34



De fire fundamentale underrum for matricen A er
Col A, Row A, Nul A og Nul AT

Sammenhang mellem de fire fundamentale underrum:

(Row A)t = Nul A

(Col A)t = (Row A7) = Nul AT
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