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@nsker at finde mindste kvadraters Igsning til Ax = b
Findes ved at Igse AT Ax = ATb, men hvorfor?

To vektorer u og v er ortogonale hvis og kun hvisu-v =0
Hvis W er et underum af R”, s er det ortogonale komplement til W et underum
af R"” bestdende af de vektorer, der er ortogonale pa alle vektorerne i W.
Dvs. hvis W = span{uy,uz,...,un}, s er
T
WH={xeR"[uy uw ... uy] x=0}
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L
Afsnit 6.3

W: et underrum af R”
y: en vektor i R"”

Sa findes der entydige vektorer § og z sa

y=y+z
yew
ze Wt
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Hvis {u1,...,u,} er en ortogonal basis for W
(altsd: {ug,...,up} er en basis for W
og u;-uj = 0 for alle i # j)
sa er yw y-us
y= u; + (1]} +...

1
ur-u; uz-uz

og

z=y—Yy.
y kaldes den ortogonale projektion af y pd W.
y er den vektor i i W der er naermest y:

For alle v e W, v #£ § er dist(y, v) > dist(y, ¥).
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Afsnit 6.5
Vi skal finde x der (naesten) er Igsning til ligningssystemet

Ax = b,

hvor Aer mx nogb e R™.
En mindste kvadraters Igsning er en vektor X som opfylder

dist(b, AX) < dist(b, Ax)

for alle x € R".
I[b — A%|| < |[b — Ax||

Hvis X er en Igsning til Ax = b s& er X ogsd en mindste kvadraters Igsning.
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Hvis Ax = b ikke har en Igsning s& er b ¢ Col A.

Lad b den ortogonale projektion af b p3 underrummet Col A.

Sa er A
dist(b, b) < dist(b, c)

for enhver vektor ¢ € Col A.
Hvis X er Igsning til Ax = b s3 er

dist(b, A%) = dist(b, b) < dist(b, Ax)

for alle x € R". X er altsd en mindste kvadraters Igsning.
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Da b er ortogonal projektionen af b ps Col A er
b—b=b— A% c (Col A)*.

Altsd: b — A% er ortogonal p3 sgjlerne i A=1[a;...a,].
Derfor er

ai
- I
AT (b — AR) = , (b — AR) =
an
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Hvis X er en mindste kvadraters Igsning sa har vi altsa:

AT(b - A%) = 0.
ATb — ATA% = 0.
ATA%x = ATb.
Normalligningen for Ax = b er
ATAx = ATb.

X er en mindste kvadraters Igsning til Ax =b
hvis og kun hvis
% er Igsning til normalligningen AT Ax = ATb.
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Hvis sgjlerne i A er lineaert uafthangige sa har Ax = b en entydig Igsning.

Hvis sgjlerne i A er linezert afhaengige sa er der frie variable og dermed uendeligt
mange Igsning til Ax = b.

Dette uddybes péd naeste side.
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Hvis sgjlerne i A er linezert uafhaengige s er AT A invertibel og normalligningen
ATAx=ATb

har en entydig Igsning:
£=(ATA)1ATh.

Der er sa altsd en entydig mindste kvadraters Igsning.

Hvis sgjlerne i A er linezert afhaengige sa er AT A ikke invertibel.
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Afstanden mellem to punkter har en (ukendt) vaerdi x.

Vi foretager en méling af afstanden og finder vaerdien b;.

Vi har s& x = by + 71, hvor 71 angiver en fejl i malingen.

Vi gentager malingen ind til vi har m malinger/observationer:
xX=b1+h

x=by+ T

X = by + tn
2

Vi gnsker at bestemme x s& 72 + ...+ ?2 er s3 lille som muligt.
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Vi skal altsd finde en mindste kvadraters Igsning til ligningssystemet:

1 b
1 by
x=| .
1 bm
Vi anvender teorien med
1 b
1 by
A= og b= .

1 bm
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IS
Vi udregner

ATA=m
ATb=bi+...+ bp
Normalligningen er altsa
Mindste kvadraters Igsningen er

mx =by+...+ by

R bi+...+ by
X =

m

AAS (117)

Anvendt Linezr Algebra



Mellem fem punkter A, B, C, D, E er der mélt fglgende hgjdeforskelle:
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Fra punkt | Til punkt | Hgjdeforskel
B A 8
B C 2
B E 5
C A 7
C D 1
D A 6
D E 4
E A 3
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Hgjderne for de fem punkter er ha, hg, hc, hp, he.
Observationsligninger:
ha—hg=8+H
hc—hg=2+1

he —hg =541
ha—hc=T+"
hp—hc=1+%
ha—hp =6+T7
he—hp=4+1

ha — hg =3+

Pa matrixform:

1 -1 0 0 O 8 o)
0 -1 1 0 0, 2 #
0 -1 0 0 1 hA 5 3
1 0 -1 0 O B 7 2
000 -1 1 o= ]"]x

ho N
1 0 0 -1 0], 6 %
0 0 0 -1 1 E 4 7y
1 0 0 0 -1f 3] %]
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Sat

O = O

[ay

og find mindste kvadraters Igsning til

AAS (117)

0 0 o0
1 0 ©
0 0 1
-1 0 ©
-1 1 0
0 -1 0
0 -1 1
0 0 -—1]
Ax = b.
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Udregn
1 0 0 1
-1 -1 -1 0
ATA=10 1 0 -1
o 0 0 O
0 0 1 o0
4
-1
-1
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0 O
1 0
0 0
-1 0
-1 1
0 -1
0 -1
0 0

R O OO OO
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8
2
1 0 0 1 0 1 0 17| 24
-1 -1 -1 0 0 0 0 0f/] —15
A'lb=|0 1 0 -1 -1 0 0 O 1 =1-6
0 0 0 0 1 -1 -1 0]/, -9
o 0 1 0 0 0 1 -1f], 6
3
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Udvidet koefficientmatrix for normalligningen AT Ax = AT b:

4 -1 -1 -1 -1 24 1000 -1 ¥
-1 3 -1 0 -1 -15 0100 -1 %
-1 -1 3 -1 0 —6|~|00 10 -1 -4
-1 0 -1 3 -1 -9 0001 -1 ¥
-1 -1 0 -1 3 6 0000 0 O
Mindste kvadraters Igsninger:

ha T4t 28+t

hs -+t 5.4+t

he|=|—4+t|=| -4+t |,

hp Tt —34+t

he t t

hvor t er en fri variabel.
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Antag nu at E et fikspunkt med hgjde 10. Vi kan sa erstatte hg med 10 i
ligningerne.
Observationsligninger:
ha—hg=8+1

hc —hg =2+
—hg=-5+"
ha—hc=T+"%

hp —hc=1+7s
ha—hp =6+Te
—hp=—-6+17
ha=13+ 7
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Sat ~ ~ -
1 -1 0 0 8

0 -1 1 o0 2

0 -1 0 0 5

1 0 -1 0 7
A=lo o -1 1| & b=]4 [

1 0 0 -1 6

0 0 0 -1 6

1 0 0 o0 13
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Sgjlerne i A er nu lineaert uafthaengige. Der er derfor en entydig mindste kvadraters
Igsning:

ha 25—4 12.8
23
ZB — (ATA)—IATb —_ g — 466
C
ho 3 6.6
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