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Vi betragter et linezrt ligningssystem (af m ligninger med n ubekendte)
Ax = b.

Ligningssystemet antages at vaere inkonsistent (ingen Igsninger) fordi tallene er
fremkommet som maleresultater med malefejl.

Vi skal derfor finde en mindste kvadraters Igsning X som opfylder
A% = b,
hvor b er den vektor i Col A hvis afstand til b er mindst.

b er alts3 ortogonal projektionen af b p3 Col A.

Vi beregner ikke b.
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En vektor x er mindste kvadraters Igsning til Ax = b hvis og kun hvis den er
Igsning til normalligningen
(ATA)x = ATb.

N&r en mindste kvadraters Igsning X er fundet ved at Igse normalligningen kan
eventuelt bestemme b = Ax.

Fremgangsmaden virker kun for linezere ligninger.
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Vi kender de preecise koordinater for et antal punkter (bl& p3 figuren p3 forrige
side). Desuden er der et ukendt punkt (rgdt).

Afstanden mellem det kendte punkt (1,3) og det ukendte punkt (x, y) méles til
vaerdien b. Vi har altsa fglgende ligning (hvis vi ser bort fra malefejl):

Vix=1P+(y-3P =b.

Tilsvarende ligninger fas ved maling af aftanden til andre kendte punkter.

Men disse ligninger er ikke-linezere.

AAS (I117) Anvendt Linezr Algebra 5 /38



IS
Lineaer Approximation
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Lineaer approximation af funktion af én variabel

Ligningen for tangenten til grafen for f(x) i punktet (a,f(a)) er
y = f(a) + f'(a)(x — a).
Lineaer approximation for x taet pa a:

f(x) =~ f(a) + f'(a)(x — a).

F.eks. hvis f(x) = x> =2, a=2s8 er f/(x) = 2x
og tangentens ligning er: y =2+ 4(x — 2) eller y = 4x — 6.
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Lgsning af ligning ved hjeelp af linezer approximation (Newtons metode):

Eksempel. Lgs ligning f(x) = 0 hvor f(x) = x> — 2.

1

Vi vil bestemme en fglge af tal x°, x1, x2 x3. ..., der konvergerer mod den pracise
b ) ) )

Igsning.
x° er vores fgrste gaet pa en Igsning: x° = 2.
| nerheden af x° er f(x) ~ f(x°) + f'(x°)(x — x°) = 4x — 6.

Da Igsningen formodes at ligge taet pa x° kan vi Igse ligningen 4x — 6 = 0 i stedet
for den ikke-linezre ligning. Denne ligning har Igsning x! = 1.5.
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| nerheden af x! er f(x) ~ f(x') + f/(x!)(x — x!) = 3x — 4.25.

| stedet for den ikke-lineaere ligning Igser vi ligningen 3x — 4.25 = 0 som har
Igsning x2 = 1.4166666.

Dernaest fas
x3 = 1.4142156

og
x* = 1.4142135.
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|
Funktion af to variable

f(x,y): en funktion af to variable med partielle afledede

f(x,y) = % og fy(x,y)= g—;
Tilveeksten af f(x,y) ud fra punktet (a, b):
Af =f(a+ Ax,b+ Ay) —f(a, b)
approximeres af differentialet
df = f(a, b)Ax + f,(a, b)Ay.
Differentialet kan fremkomme som prikprodukt af gradient vektoren

Vf(a,b) = (f(a, b),f,(a, b)) og vektoren (Ax, Ay):

df = Vf(a, b)-(Ax, Ay).
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Linezer approximation for funktion af to variable

f(a+ Ax,b+ Ay) = f(a, b) + f(a, b)Ax + f,(a, b)Ay,

Eller, nér (x, y) er tilstraekkeligt tet pa (a, b):

f(x,y) = f(a, b) + f.(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y — b).
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Lad f(x,y) veere afstanden mellem (x,y) og et fast punkt (x1,y1).

Fx,y) = V(x—x)?+(y —y1)?

X — X1

Vx=x1)2+(y—n)? ’

y—y
f(x,y) = -

f(x,y) = = .
bo) Vx=x1)2+(y —n)?

For (x,y) i nerheden af punktet (x°, y°) er

F(x,y) = F(x%y°) + £(x% yO) (x = x°) + £,(x°, y°) (y — ¥°).
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Vi kender de pracise koordinater for et antal punkter: (x1,y1), (%2, y2),
c o (Xn, Yin)-

Desuden er der et punkt med ukendte koordinater (xp, yp).

Vi har mélt afstanden fra dette punkt til de n kendte punkter og far vaerdierne
henholdsvis by, by, ..., b,.

Altsa:

Vixp —x)2+ (yp — y1)2 = by
Vixe —x)2+(yp — y2)2 = by

\/(XP - Xn)2 + (}/P - }/n)2 = by,
P.g.a. méilefejl er der ikke noget punkt (xp, yp) der passer med alle ligninger.

Vi gnsker at finder et punkt, der passer bedst muligt.
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Idé:
Gt et punkt (x3,y8).

Da (xp, yp) formodes at vaere taet p3 (x3,y2) kan venstre side i ovenst3ende
ligninger erstattes med den linezere approximation i punktet (x3,y3).

Derved f3s (inkonsistent) linezert ligningssystem med n ligninger. Lad (x3, y})
vaere en mindste kvadraters Igsning til dette ligningssytem.

(xb,yp) er sa forhabentligt tttere p3 den rigtige Igsning end vores fgrste gaet var.
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Gentag ovenst3ende med (x93, y3) erstattet af (xp, y}) og find derved (x3, y3).

Gentag indtil (xb, y5) naermer sig et bestemt punkt, som s3 er (xp, yp).
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Funktion af n variable
Fi(x1,%2,...,%,): en funktion af n variable.
x0 = (P, x2,...,x0): fast punkt/vektor.

ji = Uity izs - - - »Jin) = VFi(x°) er gradientvektoren af F; i punktet x°, hvor jj, er
g—z udregnet i punktet x°.

For et punkt x = (x1, X2, ..., x,) i nerheden af x° er
F) ~ FIO0) + TAGE) (x ) = B0 4 (x ).

hvor b? = F;(x°).
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Vi har m observationer:

F1(X1, e 7X,,) = b1

F2(X1, e 7X,~,) = b2

Fn(X1y -y Xn) = bm.

Venstresiderne erstattes af deres lineaere approximationer i punktet x°:

BY +ji-(x — x°) = by
bg +j2'(X — XO) = b2

B + jm(x — x°) = bp,.
AAS (117)
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|
jr(x = x%) = by — b

jm(x —x%) = b, — Y.

P& matrixform: A(x — x°) = b, hvor

A1 2 --. Jin by — b?

Jor 2 oo jon by — b3
A= | . . . og b= .

jml jm2 e jmn bm - b?n

Med residualvektoren ¥ fas observationsligningen

Ax—x%) =b+7.

A kaldes designmatricen.
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Der er tre kendte punkter: (1,3), (1,1) og (5,1)
samt et ukendt punkt (xp, yp) med afstande til de tre kendte punkter milt til
henholdsvis 4, 6 og 5.

Fi(x,y) == /(x = 1)2 + (y — 3)?
Fa(x,y) == /(x = 1)2 + (y — 1)
F3(x,y) = \/(X 5) +(y— 1)2
Fi(xp,yp) =4, Fa(xp,yp) = F3(xp,yp) = 5.
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i1=VFA(P,yp) =
xg—l yg—3 _ (xg—l yg—3>
VOB—1P+05=317 V(-1 +(p-3) I
: 0,0 3p=1 yp—1
j2=VFaxp,yp) = <—bg—, —bgr)

. 05 y9—-1
J3 = v”:3(XI(-2"7yI(3)>) = <)(Pﬁb35_7 )’p_bgr)'
hvor b2 = Fi(x3, y2).

[m] = = =

DA
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Vi geetter en fgrste vaerdi (x3,y8) = (6,5) og udregner

= F1(6,5) = /(6 — 1)2 +(5-3)2=129
b = F2(6,5) = /(6 — 1)2+ (5 — 1)2 = V41
b = F1(6,5) = /(6 — 5)2 + (5 —1)2 =17

©
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—3) = (0.927,0.372)
~1) = (0.781,0.625)
~1) = (0.242,0.968)

8l

)

[=)]

-

mﬁ|
N

o

El

i

(=)}
(&)
U'l
;
=

3l

(7
(72
(A

'

)

29 ~1.39
— |va1| = |-0.40
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Observationsligning (uden residualer):

0.927 0.372 ~1.39
0.781 0.625| (x — xo) = |—0.40
0.242 0.968 0.88

Normalligning (AT A(x — x¢) = ATb):

1.531 1.068 (x—xg) = ~1.388
1.068 1.469| X~ X0/~ |0.0847"
Lgsning:
e [F192
0= | 146 |-
Altsa:

1 0
_Ixp| _ |xp —-1.92| 14.078
= [y}l - [yg] * [ 146 | ~ |6.454)°
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Gentag med (x39, y8) erstattet af (xp, yp).
1
e [XB][xB 0.113] _ [3.965
53 fas: [ 2] - L}J [ 0.496| ~ |5.958]
Dernast: | 3| — [¥3] o [ —0-007 | _ [3.958
Rl B —0.00003| ~ |5.958|"

Sé er
Fi(x3,y3) = 4.183, Fa(x3, y2) = 5.773, F3(x3,y3) = 5.066.
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Vaegtet mindste kvadraters metode

For et linezert ligningssystem (af m ligninger med n ubekendte)
Ax=b
er en mindste kvadraters Igsning X en lgsning til normalligningen

(ATA)x = ATb.
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Hvis
1 by

A= |: og b=|:

1 bm

sier ATA=mog ATb = by + ...+ by, og derfor er
bi+...4+ by

X = ,

m

altsd (ikke-vaegtet) gennemsnit af by, ..., bpy.

Det vaegtede gennemsnit af by, ..., by, med vaegte hhv. ¢y, ...

C1,...,Cm €r positive tal) er

b +...4+ cmbm
a+...+cm
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Betragt nu et ligningssystem af m ligninger med n ubekendte

Ax = b.
De m ligninger (observationer) tildeles vaegte ci, ..., ¢y, som skrives i en matrix
C1 0 e 0
0 C ... 0
C =
0 0 ... c¢m

Som vagte kan vi bruge ¢; = % hvor o2 er variansen af den i'te observation, eller
i

eventuelt ¢; = konst.;l;.

Skrives ogsa (i Lay) som w? = ¢; hvor w; = - og

Wy 0 0

0 Wy ... 0
W= )

0 0 W

Sser WTW = WW = C.
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Hvis vaegtene cy, ..., ¢y er hele tal (positive) sa svarer det vaegtede ligningssystem
til at betragte (ikke-vaegtet) ligningssystem

Ax = b,
hvor ligning nr. i fra ligningssystemet Ax = b skrives ¢; gange.
En mindste kvadraters Igsning til det nye ligningssystem er en Igsning til

normalligningen I I
ATAx = ATb.
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Eksempel:

a b r 2 00
A=lc d|, b=|s|, c=1]0o 1 0
e f |t 0 0 3
Sa kan vi betragte )
a b r
a b r
~ c d ~ s
A= e f|’ b= t
e f t
e f_ t
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Normalligningen for ligningssystemet Ax =ber
AT Ax = ATh.
Da ATA= AT CA og ATb = AT Cb er denne ligning aekvivalent med

AT CAx = AT Cb.
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S———————
Det vaegtede ligningssytem Ax = b med generelle vaegte
har normalligning

AT CAx = AT Cb.

En vaegtet mindste kvadraters Igsning til Ax = b er en Igsning til normalligningen.

o = S z 9ac
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| observationsligningen AX = b + ¥ indgar residual vektoren

n
F= |
Fin
Vi udregner
(5] 0 0 7
. 0 o ol [™
P CF=[P... 7 . | =
' 4
0 O Cm m
ah
" 5 . 22 2
(i tm) | | =alff+...4+ cmlpy
CmPm

Dette er kvadratet pa den vaegtede lengde af vektoren ¥. Altsd kvadratet pa den
vaegtede afstand mellem AX og b.

En vaegtet mindste kvadraters Igsning er en vektor x som minimerer
#7Ct = (Ax —b) " C(Ax — b).
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Eksempel.
Hvis 0 0
(o}
L b 0 o ... O
A=, b=|: og C= , )
1 bm 0 0 ... ¢cm

sier ATCA=c+...+cnog ATCb = c1by + ...+ cpby, 0g den vaegtede
mindste kvadraters Igsning er derfor det vaegtede gennemsnit

b +...4+ cmbm
a+...+cm

)A(:
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Eksempel.

Find linie y = ax + B der passer bedst til punkterne
(1,3),(2,5).(3,9), (4,12), (5, 14)
med vaegte hhv. 1, 5, 1, 5, 1.

Vi betragter ligningssystemet

1 1 3
1 2 5
(=[5
1 4 12
15 14
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Normalligningen:
(AT CA) m = AT Cb.

«

Den vaegtede mindste kvadraters Igsning er

[ﬂ — (ATCA) AT Cb = {_0'96] .

3.17

Den vagtede mindste kvadraters linie har ligning
y =3.17x — 0.96.
Denne linie er grgn pa naeste side.

Den ikke-vaegtede mindste kvadraters linie er rgd pa naeste side.
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