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Vaegtet mindste kvadraters metode

For et linezert ligningssystem (af m ligninger med n ubekendte)
Ax=b
er en mindste kvadraters Igsning X en lgsning til normalligningen

(ATA)x = ATb.
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Hvis
1 by

A= |: og b=|:

1 bm

sier ATA=mog ATb = by + ...+ by, og derfor er
bi+...4+ by

X = ,

m

altsd (ikke-vaegtet) gennemsnit af by, ..., bpy.

Det vagtede gennemsnit af by, ..., by, med vaegte hhv. ¢, ..., ¢y, (hvor
C1,...,Cm €r positive tal) er

b +...4+ cmbm
a+...+cm
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Betragt nu et ligningssystem af m ligninger med n ubekendte

Ax = b.
De m ligninger (observationer) tildeles vaegte ci, ..., ¢y, som skrives i en matrix
C1 0 e 0
0 C ... 0
C =
0 0 ... c¢m

Som vagte kan vi bruge ¢; = % hvor o2 er variansen af den i'te observation, eller
i

eventuelt ¢; = konst.;l;.

Skrives ogsa (i Lay) som w? = ¢; hvor w; = - og

Wy 0 0

0 Wy ... 0
W= )

0 0 W

Sser WTW = WW = C.
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Hvis vaegtene cy, ..., ¢y er hele tal (positive) sa svarer det vaegtede ligningssystem
til at betragte (ikke-vaegtet) ligningssystem

Ax = b,
hvor ligning nr. i fra ligningssystemet Ax = b skrives ¢; gange.
En mindste kvadraters Igsning til det nye ligningssystem er en Igsning til

normalligningen I I
ATAx = ATb.
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Eksempel:

a b r 2 00
A=lc d|, b=|s|, c=1]0o 1 0
e f |t 0 0 3
Sa kan vi betragte )
a b r
a b r
~ c d ~ s
A= e f|’ b= t
e f t
e f_ t

AAS (I117) Anvendt Linezr Algebra 6 /32



Normalligningen for ligningssystemet Ax =ber
AT Ax = ATh.
Da ATA= AT CA og ATb = AT Cb er denne ligning aekvivalent med

AT CAx = AT Cb.
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S———————
Det vaegtede ligningssytem Ax = b med generelle vaegte
har normalligning

AT CAx = AT Cb.

En vaegtet mindste kvadraters Igsning til Ax = b er en Igsning til normalligningen.

o = S z 9ac
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| observationsligningen AX = b + ¥ indgar residual vektoren

Vi udregner
i Ch = [
[F1... %]

~2 2
:Clrl +...+Cm m*

n

Fin

(5] 0

0 (@)
Pml | .

0 0
C1II>1
CmPm

Dette er kvadratet pa den vaegtede lengde af vektoren ¥. Altsd kvadratet pa den
vaegtede afstand mellem AX og b.

En vaegtet mindste kvadraters Igsning er en vektor x som minimerer

#7Ct = (Ax —b) " C(Ax — b).
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Eksempel.
Hvis 0 0
(o}
L b 0 o ... O
A=, b=|: og C= , )
1 bm 0 0 ... ¢cm

sier ATCA=c+...+cnog ATCb = c1by + ...+ cpby, 0g den vaegtede
mindste kvadraters Igsning er derfor det vaegtede gennemsnit

b +...4+ cmbm
a+...+cm

)A(:
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——
Eksempel.

Find linie y = ax + B der passer bedst til punkterne
(1,3),(2,5).(3,9), (4,12), (5, 14)
med vaegte hhv. 1, 5, 1, 5, 1.

Vi betragter ligningssystemet

1 1 3
1 2 5
(=[5
1 4 12
15 14
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Normalligningen:
(AT CA) m = AT Cb.

«

Den vaegtede mindste kvadraters Igsning er

[ﬂ — (ATCA) AT Cb = {_0'96] .

3.17

Den vagtede mindste kvadraters linie har ligning
y =3.17x — 0.96.
Denne linie er grgn pa naeste side.

Den ikke-vaegtede mindste kvadraters linie er rgd pa naeste side.
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Den generelle fejlforplantningslov

Xi,..., X, er stokastiske variable med middelvaerdier
E(Xi)
og varianser
V(X;) = E((X; — E(X;))?) = E(X?) — E(X;)*.
Kovarianserne er

Cov(Xi, Xj) = E((Xi — E(Xi))(X; — E(X))))-

Hvis X; og X; er uafhangige sa er Cov(X;, X;) = 0.
COV(X,‘,X,') = V(X,)
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Kovariansmatricen for

er

021
031

2 x

Onl

hvor 02 = V(X;) og
oij = Cov(Xj, Xj) = Cov(Xj, Xi) =
> x er en symmetrisk matrix.
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032

On2

0ji-
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X1

013
023

On3

O1n
02n
O3n

BRI

15 / 32



Hvis en anden vektor af stokastiske variable

Y1
Y=|:
Ym
afhaenger linezert af X:
Y = AX

hvor A er en m x n matrix, sa giver fejlforplantningsloven en sammenhang mellem
kovariansmatricerne:
Yy = ALxAT.
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-
En vaegtet mindste kvadraters Igsning til ligningssystemet Ax = b med vaegtmatrix
C =diag(cy,. .., cm) afhaenger linezert af observationsvektoren b:

% = (ATCA)"*AT Cb.

Vi har valgt C sd ¢; = konst.%. Dermed er

i

gt 0 ... 0 o3 0 ... O

1 0 o' ... 0 ! 0 o3 ... O 1
: : : konst. | © : konst.
0 0 ... ¢yt 0 0 ... o}

Hvor den sidste lighed skyldes at observationerne antages at vaere uafhangige.
Dermed Cov(b;, bj) =0, ndr i #j.

Vi skriver C = 03", hvor o3 kaldes variansfaktoren.

Variansfaktoren estimeres som
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Kovariansmatricen Y3 kan bestemmes fra fejlforplantningsloven

Yo = ((ATCA)TTATO) XL ((ATCA)TTATC)T = 03(AT CA) L.

Vi bruger estimatet for o3:

Y = 63(ATCA)L.
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Fortszettelse af eksempel fra kursusgang 2:

Mellem fem punkter A, B, C, D, E er der mélt fglgende hgjdeforskelle:

Fra punkt | Til punkt | Hgjdeforskel | Afstand
B A 8 12
B C 2 20
B E 5 8
C A 7 14
C D 1 16
D A 6 13
D E 4 20
E A 3 8
E er et fikspunkt med hgjde 10.
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Sat ~ _ - o
1 -1 0 0 8 7

0 -1 1 0 2 %

0 -1 0 0 _5 7

1 0 -1 0 7 R

A=1lo o0 -1 1| @ P=|1] o8 F=14

1 0 0 -1 6 6

00 0 -1 -6 #

1 0 0 0] 13 ] s |

Sa er observationsligningen: Ax = b + 7.

Som vaegtmatrix bruges

1 111 11 11
12720°8714716°13’20°8 )
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En vaegtet mindste kvadraters Igsning:

12.9
4.80
6.09
6.73

£=(ATCA)TATCb =

Vi far fglgende residualvektor

[ 0.117 ]
~0.705
0.204
~0.178
~0.360
0.182
~0.730
| —0.0878]
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Variansfaktor

65 = g4 = 0.0179.

Kovariansmatrix

0.083 0.039 0.061 0.054
0.039 0.092 0.051 0.033
0.061 0.051 0.16 0.078
0.054 0.033 0.078 0.14

Y =63(ATCA)T =
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EE——————
Introduktion til Cholesky dekomposition.

Fgrst: repetition af diagonalisering.
En m x n matrix A er kvadratisk hvis m = n.
En kvadratisk matrix A er symmetrisk hvis AT = A.

Idet (BC)T = CTBT er enhver matrix pd formen AT A symmetrisk:
(ATA)T = AT(AT)T = ATA.

En vektor x € R", x # 0 er egenvektor for en n x n matrix A hvis der findes et tal
(en egenvaerdi) A sd Ax = Ax.
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En matrix A er diagonaliserbar hvis der findes en basis {xi,...,x,} for R", hvor
hver vektor er en egenvektor Ax; = \;x;.

Dette er akvivalent med at der findes en matrix P og en diagonalmatrix D sa
P~1AP = D.

Enhver symmetrisk matrix er diagonaliserbar.

Enhver matrix pa formen AT A er alts3 diagonaliserbar.
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Hvis A er en egenveerdi for AT A med en tilhgrende egenvektor x, AT Ax = \x, s3
er
A[x|]2 = Mxx = (ATAx)x = (ATAx) Tx =

x"AT Ax = (Ax)" Ax = ||Ax||> > 0.
Altsd A > 0.

Hvis sgjlerne i A er linezrt uafhaengige sé galder der faktisk A > 0.

En symmetrisk matrix hvis egenvaerdier alle er > 0 siges at vaere positiv definit.
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En kvadratisk matrix U siges at vaere en gvre (upper) trianguleer matrix hvis der

stdr O pa alle pladser under diagonalen.

Uil U U3
0 uxn ux
U= 0 0 uss
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En kvadratisk matrix L siges at vaere en nedre (lower) trianguleer matrix hvis der
stdr 0 pa alle pladser over diagonalen.

/11 O o - 0
bop b 0 -+ 0
L= |fa1 {32 €33 --- 0
énl €n2 £n3 T gnn

U er en gvre triangulaer matrix hvis og kun hvis UT er nedre triangulaer matrix.

En matrix D er en diagonalmatrix hvis og kun hvis den er bade gvre triangulaer og
nedre trianguleer.
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Cholesky dekomposition

Vi gnsker nu at skrive en n X n matrix A som et produkt
A=UTU,

hvor U er en gvre trianguleer matrix.
Dette kaldes Cholesky dekompositionen af A.

| litteraturen skriver man ofte Cholesky dekompositionen som
A=LLT,
hvor L = UT er en nedre triangulaer matrix.

MATLAB: chol(A) beregner Cholesky dekomposition U
Maple: LUDecomposition(A,method=Cholesky) beregner L = UT
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Enhver matrix pa formen UT U er symmetrisk og hvis tallene pa diagonalen i U er
# 0 sa er sgjlerne linezert uafhangige og dermed er UT U positiv definit.

Vi vil derfor antage at A er symmetrisk, positiv definit matrix.
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Cholesky dekomposition og mindste kvadraters metode
Vi gnsker nu at finde en mindste kvadraters Igsning til det (inkonsistente)

ligningssystem
Ax = b.

Vi betragter derfor normalligningen
ATAx = ATb.

Matricen AT A er symmetrisk og da sgjlerne i A saedvanligvis er linezert
uafhaengige er AT A ogsa positiv definit.
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Vi kan derfor finde en Cholesky dekomposition
ATA=UTU,

hvor U er en gvre triangulaer matrix og dermed skrive normalligningen som

UTUx =y,
hvor y = ATb.
Vi kan Igse denne ligning ved at sette z = Ux og Igse
f@rst
UTz=y
og derefter
Ux =z.

Disse ligninger kan let Igses uden brug af raekkeoperationer, da U er trianguleer.
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