Baggrundsnote til sandsynlighedsregning

1 Kombinatorik

1.1 Multiplikationsprincippet

En maengde bestaende af n forskellige elementer kaldes her en n-meengde.

Elementerne i en m-maengde og elementerne i en n-maengde kan parres pa i alt
mn forskellige mader.

Princippet kan udstraekkes til at omhandle endelige mange maengder.

Eksempel 1.1. Ved konfiguration af en computer kan der veelges mellem 3
skeermtyper, 6 harddiske, 5 stgrrelser RAM og 2 CPU-fabrikater. I alt kan com-
puteren konfigureres pa 3 -6 -5 -2 = 180 forskellige mader. O

Eksempel 1.2. En tipskupon kan udfyldes pa 3'3 = 1.594.323 forskellige ma-
der. O

1.2 Permutationer
En ordning af en maengde betyder en opstilling af elementerne i en bestemt

reekkefplge (eller blot en nummering af elementerne).

k elementer fra en n-mangde kan i henhold til multiplikationsprincippet udveel-
ges 0g nummeres pa

Mr=nn-1)...(n—k+1)

forskellige mader. For (n), =n(n —1)...1 benytter vi skrivemaden n!, hvoref-
ter

Konvention: Sével (n)g som 0! saettes til 1 .

Eksempel 1.3. Blandt 10 ansggere til en stilling skal 3 udveelges og prioriteres.
Dette kan ggres pa (10)5 = 720 forskellige mader. O

Eksempel 1.4. n personer kan stilles op pa n! forskellige mader pa en reekke,
men kun 2 = (n — 1)! forskellige mader i en cirkel. O

En afbildning af maengden {1,...,n} pa sig selv kaldes en permutation. Meeng-
den af permutationer S,, udggr en gruppe, den sakaldte symmetriske gruppe af
n’te orden. (S, o) har praecis n! elementer.

Fra maengden af forskellige ordninger af en n-maengde kan der defineres en bijek-
tiv afbildning pa S,,. Vi siger derfor, at en n-maengdes elementer kan permuteres
pa n! forskellige mader. En bestemt raekkefplge (nummerering) af n-maengdens
elementer kaldes en permutation af elementerne.



Eksempel 1.5. Elementerne i {a, 5,7} kan permuteres pa 3! = 6 forskellige
mader:

(o, 3,7), (8,7, @), (y,a,8) er lige permutationer *
(OZ, s /6)7 (57 Q, ’Y)a (77 57 O[) er ulige permutationer *

1.3 Kombinationer

k elementer fra en n-meengde kan udveelges uden hensyn til reekkefglge pa

(Z) - (Ti?lk - k!(nn! k)l

forskellige mader. En k-meengde udtaget fra en nm-meengde uden efterfelgende

Z) er altsa antallet af forskellige kombinationer

ved udtagning af k elementer fra en n-maengde.

Bemeerk, at (Z) = (nﬁk), k=0,...,n.

ordning kaldes en kombination. (

Eksempel 1.6. En bridgehand kan forekomme pa (i’;) = 636.013.559.600 for-
skellige mader. O

Eksempel 1.7. En bridgehand med to esser kan forekomme pé (;1) (ﬁ)
135.571.202.208 forskellige mader.

0o

Eksempel 1.8. En bridgehdnd med mindst to esser kan forekomme pa (3) (ﬁ) +

(é) (‘112) 2— (j) (498) :4163.411.172.432 forskellige mader. Alternativ udregning:
52 48 4\ (48

(13) o (o) (13) - (1) (12)' N
(Z) kan opdeles i de kombinationer, der indeholder et givet element, og de kom-

binationer, der ikke indeholder dette element, dvs.

9 i R G R S

Et par andre formler:

i: (n) _on (antal forskellige delmaengder af en n-maengde,

= \k & medregnet)

k n
S0 = () e 2()(25) - ()
=0 7 k—7 k o J n—j n

En n-mengde kan opdeles i m delmeengder med hver k; elementer, i, k; = n.
Dette kan ggres pa

n B n!
ki koyo o km /)  kilka!l ... k!

forskellige mader.



Eksempel 1.9. 10 personer skal opdeles i tre hold, ét pa 4 og to pa hver 3
deltagere. Antallet af forskellige holdopdelinger, der kan foretages, er ( 41303) =
4.200. O

Bemeerk, at (klnkQ) = (}), hvor k = ky (og dermed ky = n — k).

1.4 Udtagning af stikprgver

k elementer udtages blandt n. Der skelnes mellem udtagning med tilbagelaegning
(efter at det udtagne element er iagttaget) og udtagning uden tilbageleegning.
Ved udtagning med tilbagelaegning har det enkelte element altsa mulighed for at
komme med i stikprgven flere gange. Der skelnes ogsa mellem ordnede og uord-
nede stikprgver. Antallet af forskellige stikprgver, der kan forekomme afhaengig
af vilkarene, fremgar af fglgende skema:

med tilbagelaegning | uden tilbageleegning
med ordning nk (n)k
uden ordning ("Jr,]:*l) ()

Eksempel 1.10. Antal forskellige mgnstre af gjne, der kan forekomme ved kast
af tre terninger, er (6"'2_1) = 56. O

2  Summer

2.1 Sum, kvadratsum og kubiksum af tallene 1,....,n
~ n(n+1)
D k=—m—

E
Il

1

o nn+1)2n+1)
= 6

NE

k

ikg ~ n?(n+1)2

4
k=1

Bemaerk, at 7_, k* = (320_, k).

1

2.2 Differens- og kvotientraekker

n—1

Z(a—!—kd) Zg(lh +ay,), hvor a;=a og a,=a+(n—-1)d
k=0
Eksempel 2.1. Summen af tallene 4,7,10,...,28 er %(4 + 28) = 144. O



n—1 n_1 n n_ 1
Zaqk:aq eller Zaqk:aqq
q—1 q—1
k=0 k=1
3)° 1
Eksempel 2.2. Summen af tallene 3,2 27 81 243 op %(2%)71 = 833 O

2.3 Uendelige kvotientraekker og afledte raekker

oo 1 0
Zaq":a . el <1 eller Zaq":a a , el <1
n=0 1=q n=1 L=a

En uendelig kvotientraekke kaldes ogsé for en geometrisk rackke.

Eksempel 2.3.

=1 1 =1
n=0 2 n=1

N

N|—=

Ved ledvis differentiation mht. til ¢ i Y2 jaq¢™ (tilladt!) far vi

o0
1

Z ang*'=a e lg] <1, og ved fortsat differentiation
n=1

S 2

Z an(n—1)¢"?*=a A=gp lgl <1, som er skvivalent med

—q

n=2

- 2

dan+1)ng ' = =g gl < 1.

n=1

“n =1 n 1 1
_— = — = — :2
n n— 1
L L3 A
= n(n—1) Inn-1) 1 2
Z — z = — =4
n 4 2rL2 4(1_2)3 D

2.4 Binomialformlen

zn: (Z) """ = (a +b)"

k=0

Tallene (2) ,k=0,...,n, kaldes her for binomialkoefficienter.

Formlen (Z) = (Z:i) + (";1), k=1,...,n, udger 12 1
sammen med (7) = 1 og (7) = 1 grundlaget for 1 4 6 4 ! 1
Pascals trekant.

Eksempel 2.5. (a —b)3 = a® — 3a?b + 3ab® — b3 O



2.5 Diverse rakker

n

> 1 _ . 1 1 1
donmim s L idet ;k(lﬁ—l) ;(k_k—i-l)

=1

3

=1- — 1 forn — oo
n+1

— 1
Z — er divergent (reekken kaldes den harmoniske rackke)
n

n=1
oo -1 n—1
S U
n=1

2 a6
—=n 6

i 1 or divergent for a <1
o konvergent for av > 1

< (1)t divergent for a <0
Z ————— er ¢ betinget konvergent for 0 < o <1
n=1 absolut konvergent for o > 1

En reekke Y77 | a,, er absolut konvergent, nir » -, |a,| konvergerer, og betin-

o o0 o0 .
get konvergent, nar » >, a,, konvergerer, og > , |a,| divergerer.

3 Calculus

3.1 En graenseveerdi

n—oo

VreR: lim (14—{)":6”’
n

Bemeerk, at
n In(1+ £
m@+£):nm@+z):3L;il
n n P

Anvendelse af L’Hospitals regel pa dette udtryk giver

hvoraf resultat fglger.



3.2 Potensrakker

En potensrakke er en funktion af formen Y~ a,z™. En sddan raekke er absolut
konvergent i et interval |x| < A og divergent for |x| > A. Tallet A\ kaldes rackkens
konvergensradius.

I intervalendepunkterne kan raekken veere absolut konvergent, betinget konver-
gent eller divergent. Konvergensintervallet kan udarte til punktet z = 0, hvor
en potensrzekke altid er konvergent, eller til hele den reelle akse.

Ved ledvis differentiation eller ledvis integration ( [ a,t"dt) fremkommer en ny
potensrackke med samme konvergensradius.

Mange velkendte funktioner kan udvikles i en potensraekke. Ved at benytte ud-
viklingspunktet x = 0 i Taylors formel og ved at medtage uendelige mange
led fremkommer de sédkaldte Maclaurinraekker. Et lille udvalg med tilhgrende
konvergensinterval fglger her:

o0
n 1 1
et = Eo%zl+x+§x2+§x3+..., —00 < x < 00
1 o0
:§ —1" =1-— o34, —l<z<1
1+=x n=0( )x e " ‘
1 oo
m:n§70$”:1+x+x2+x3+..., —l<z<1

(den geometriske raekke)

(1 +2)=Y (1" Z -4z 1<zl
n(l+ z) n:1( ) — = 2+3 4+ , xS
(Mercators reekke)
=, " 2 3 2t
In(1 — = — —_ = - — - — — — — s -1<z<1
n(l —z) ; - z= 3 1 <z

Ved at udvide definitionen af binomialkoefficienter til

(a>:a(a—1>..-(a—n+1) =12 ... (8‘>=1,

n n! ’
for ethvert reelt «, kan vi udtrykke (1 + z)® i en potensraekke:

(l—l—x)o‘:Z(a>x”:1+aa¢+<;>x2+(§>m3+..., -l<a<1
n

n=0

2

)

Nar a € N bliver antallet af led endeligt (jf. binomialformlen), og reekken kon-
vergerer overalt.

Potensrakker for bl.a. sinz, cosx, arcsin z, arctan x, cosh x og sinh x kan ogsé
bestemmes.



3.3 Specielle funktioner

Phifunktionen

Ve: ®(—x)=1-3(x), O(x) — P(—x) =2P(z) — 1

v

Gammafunktionen

oo
r: Ry—R, TI(x) :/ t* et dt
0

Bemeerk, at

Ve: T(x+1)=aT(z)

A

Specielle veerdier:

(1)

1) =1, Pn)=(n-1)!,neN
(3)

VT, I‘(n—l—%):ﬁ"ﬁ; T, neN

Betafunktionen
B: RyxR;y =R,

1
B(m,y):/ "t 1 -ty tat
0
Bemeerk, at

Ve,y>0: B(z,y) =

v




3.4 Jacobideterminanter

Betragt F': D — R™ hvor F = (fy,..., fm) € CY(D), D S R"

De partielle afledede gﬂ’:’i ,i=1,...,m, 7 =1,...,n, kan naturligt arrangeres i

J
en m X n matrix, den sakaldte Jacobimatrix.

Néar m = n, bliver Jacobimatricen kvadratisk. Den tilhgrende determinant kaldes

Jacobideterminanten og noteres J(x1,...,x,) eller H Vi har altsa
8f1 afl
Oxq et Ox .,
J(@1,. . zn) = :
Ofn Ofn
Oz ttt Oxp

Nar F er enentydig, kan en invers afbildning F~' bestemmes. Endvidere nar
J(x1,...,m,) # 0, geelder om Jacobideterminanterne for F' og F~1, at

1

- = filxs, ..., xy), 1=1,....n
Je(x1,..., o) yi = filws n)

JFfl(ylw"? yn) -

eller med den alternative skrivemade

Y1y -y Yn) Ox1,. .., Xy)
Nx1yeooy @n) OY1, -y Yn)

Eksempel 3.1. Skift fra rektangulaere til poleere koordinater.

Fi RN{0.0} =R, (0= (Va?+ 4% arctan?)

=1.

x2 y? 1

~+ =
(2 —|—y2)%

z Y
J(x,y)z‘ \/ff;lﬁ Vet

1 x
x2+y? z2+y?

@+ VP
Inverst koordinatskifte:
F~': ]0; oo x [0; 27[ — R?,  (x,y) = (rcos@, rsinf)

cos) —rsinf
J(r, 0) = sinf® rcosf

’:r00829+rsin29:r

Kontrol : J(x,y) J(r,0) = ———r=1r=1 O

Eksempel 3.2. Skift fra rektangulaere til sfaeriske koordinater.

S

F: RN {(0,0,2)]z € R} — R?,

(p,0,0) = | V&% + y? + 22, arccos ;7 arctan 2 ")
/x2 + y2 + 22 x

*)Betegnelsen arctan daekker over flere funktionsgrene. Fortegnskombinationen af z og y
bestemmer, hvilken gren der benyttes.




Her er det regneteknisk det enkleste fgrst at bestemme Jacobideterminanten
hgrende til det inverse koordinatskifte:

F~1: ]0; oof x )0; 7| x [0; 27] — R3,
(z,y,2) = (psinpcosl, psinpsinb, pcosp)

sinpcosf pcospcosh —psinpsinb

J(p,¢,0) = | sinpsin® pcospsing psingcosf |=...=p?sing
Cos ¢ —psinp 0
1 1 1
J(x,y,2) = = - =...=
( ) J(p,p,0)  p*sing Va2 22 + % + 22 H
Eksempel 3.3. Betragt den linesere transformation ' : R” — R", F(z) = AZ.
Idet gﬁ:f =a;j, 1, ,j =1, ..., m, har vi umiddelbart J(Z) = det A. O

3.5 Variabelskift i plan- og rumintegraler
Planintegraler

Betragt

/Df(x,y) dA samt G = (g1,92): D — R?, (u,v) = (91(2,9), 92(2,%)),

hvor G er enentydig. Der geelder
/ flz,y)dA = fo G u,v) |Jg-1(u,v)|dA .
D G(D)

Bemeerk, at det er den numeriske veerdi af Jacobideterminanten hgrende til den
inverse afbildning, som indgar i formlen.

Eksempel 3.4.

e z2dx = e 2dx e 2

(/Oo v 2T > /,Oo V2T [00 V21 Y
o0 o0 2 2

1 x4y

—/ / e 2 dxdy

27T — 00 — 00

1 27 oo 2

by / e~ 2 |r|drdf

T Jo 0

1 r27%°

= oo |em | =1 m

Eksempel 3.5. Inertimomentet mht. (0,0) af et A
plant omrade D med densitet 1 beligggende i forste
kvadrant mellem hyperblerne zy =1, zy = 3,
22 —y?=1oga?—y?=4. |||H|

Ip = / (x? +y*) dA
D



Seet u =2y og v =2 —y? , hvorefter

Yy T

:_22_22:_2 2 2.
or —2y Y~ — 2 (" +y7)

J(I’y) =

Bemeerk, at
(562 + y2)2 = (x2 - y2)2 +42?2y? = v + 4u? = 22 4 9% = V4u? + 02,

dvs.
1 1 1

J s = = = — s
(u:0) J(x,y)  —2(x2 +y?) WA + v2

og dermed at

3 4
Ioz/ / VAau2 + 02 |-
1 )1

1
dvdu=§(3—1)(4—1) =3. 0O

1
2v4u? + v2

Rumintegraler

Betragt

/f(w,y,Z)dV samt G =(g1,92,95): D — R
D

(u v ’LU) (gl(l' Y,z ) 92($7y72)7 93(xay7z))7
hvor GG er enentydig. Der geelder

/ flz,y,2)dV = foG Y u,v,w)|Jg-1(u,v,w)|dV .
D G(D)

Eksempel 3.6. Inertimomentet om z-aksen af en kugle K med radius a og
densitet 1 er I, = [, (x® +y?) dV. Ved skift til sfeeriske koordinater far vi

27
I, —/ / / p?sin <p|p smap’dpd<pd9—27r/ / ptsin® o dp dyp

=27 {3003 (pCOS(p:|0 [%}0—87{;1 . O

3.6 Foldning

Betragt f, g: R — R, hvor f og g er stykkevis kontinuerte, og hvor mindst én
af funktionerne er absolut integrabel, den anden begrzenset.

Funktionen f * g, hvor

/ F () gt — ) du

kaldes foldningen af f og g.

Hvis f og/eller g er identisk 0 i visse intervaller, bliver intervallet, der skal
integreres over, en delmeengde af |—oo; oof.

10



Eksempel 3.7.

Eksempel 3.8.

0
e~ 7

for

f(x)

for

frg(t)

Eksempel 3.9.

(

t t
frgt) = / e e Ty = / eldu=te™?, 05t<oo
0 0

o0 o0
/ e et Tty = et/ e 2 dy = e
t t

forz <0
r forx =0

<0 e for <0
g(x) =
20 0 for >0

1 z2
r)=gT) = e 2, —oco<x<o
f(z) = g(x) Nor
>~ 1 2 1 (t—w)? 1 2 [ 2
* = e 7 e du= —e 7 e~ (W —tu) gy
fxg(t)= J({n N o o j{aa

3.7 Stirlings formel

Approksimation af n!

1
nl = n"T2e "2

11.6.2010
Bo Rosbjerg

& ) t
/ 6(“5 ; v\/§<u2>,dv\[2du
1 f2 * 1 2d
—v e2 v
/oc 2 Qf ooV
, —oo<t<oo O
for n ’stor’
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