Note til sandsynlighedsregning

x 2-fordelte variable

Definition af y*-fordelingen

Kvadratsummen V,, af n uathsengige standardiserede normalfordelte stokastiske variable
siges at veere x2-fordelt med n frihedsgrader. V,, fremkommer altsa som

Vi=X{+X5+ -+ X7,

hvor X; ~ N(0,1), i =1,...,n, X;’erne uathsengige. Vi skriver kort V,, ~ x%(n).

Bestemmelse af V; = X7 ~ y*(1)

Teethedsfunktionen for X?, hvor X; ~ N(0, 1), bliver
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Bemeerk, at fy2(x) kan skrives
1
1y2
(2) xéfleféz, 0 < x < oo,

som er taethedsfunktion for en gammafordelt variabel med formparameter % og skalapa-
rameter 2, dvs.

N[ =

X°(1) =T(3,

@velse. Bestem fgrst fordelingsfunktionen for X? (facit: 2®(y/z) — 1), og derneest teet-
hedsfunktionen for X? ved differentiation. g

Gammafordelingens foldningsegenskab

Inspireret af ovenstaende resultat vil vi se pa foldningen af to gammafordelte variable
med ens intensitet A (akvivalent med ens skalaparameter }).

Lad X ~T'(a,A\) og Y ~T'(B,A), X og Y uafheengige. Taethedsfunktionerne er

)\Oé
fx(z) = T )xo‘*le*)‘x, 0 <2< oo,
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fy(y):mmﬁ le=Az, 0 <y < oo,
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og dermed
fx+v(2) = fx = fy(2)
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jf. baggrundsnote til sandsynlighedsregning side 7 linie 3 fra neden. Idet der geelder, at
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B(a,8) = =——=
@D =Tt g

zo"w_le_)‘zB(a, B),

, far vi

A\o+B
I'a+ p)

atf-le=Az, 0< 2z < oo,

fxiv(2) =

dvs. X +Y ~T'(a+ G, A).

Bestemmelse af V,, ~ x?(n)

Ved at benytte af gammafordelingens foldningsegenskab far vi umiddelbart for ¢ # j
Vo= X2+ X7 ~ (4 LD =T,
og ved fortsat anvendelse
Vi=X{+ X3+ +X. ~TE+3++

Der geelder altsa

Herefter kan vi let udregne middelveerdi og varians i x?-fordelingen:
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Teathedsfunktionen for V;, bliver

1) 5
_ (5) 21 —1x _ 1 21 iz 0<x<
fv, () F(%)az e Q%I‘(%)x e 2%, x < o0.
Ovelse. Eftervis, at y?-fordelingen med 2 frihedsgrader er identisk med eksponential-
fordelingen med intensitet A = % O

Sum af uafhaengige x2-fordelte variable

Lad Vi, ~ x2(m) og Vi, ~ x%(n), Vi, og V;, uatheengige. Ved igen at benytte af gamm-
mafordelingens foldningsegenskab far vi

Vit Vo v T(5 + 5,3) = T(#5%,5) = X*(m +n),

som umiddelbart kan generaliseres til en sum af flere uathaengige y2-fordelinger.

Modifikationer

Med X ~ N,(0,0%I) er % ~ N(0,1),3=1,...,n, uathengige, og dermed % Y XE~
x?(n). Dette skrives ofte > X2 ~ o2x?(n).

Med X ~ N, (u,I) bliver Y X? sakaldt ikke-centralt x>-fordelt med n frihedsgrader og
ikke-centralitetsparameter p' g = > p2. Dette skrives S X2 ~ x2(n; u" ).

@velse. Vis, at middelveerdien af > X? afhaenger af ||| og ikke af de enkelte p;’er. O

T

Med X ~ N, (p,02I) bliver Y X2 ~ o2x?(n; ££).

) g2

For mere om den ikke-centrale y?-fordeling, se fx http://en.wikipedia.org/wiki/
Noncentral_chi-square_distribution.

En stokastisk kvadratisk form

Betragt en stokastisk kvadratisk form, hvor X ~ N, (0,1), og A er en n X n symmetrisk
og idempotent matrix? med rang A = ¢ < n. Vi vil vise, at X TAX ~ x%(q).

Nar A er symmetrisk, findes en ortogonal matrix C', som diagonaliserer A, dvs. CT AC =
A=A Ay -+ Ay, hvor A;’erne er A’s egenveerdier.

Med A idempotent er ogsa A idempotent. Det geelder derfor om alle A’s egenveerdier,
at A2 = ), dvs. alle egenveerdierne er enten 1 eller 0. Af rang A = rang A = tr A far
vi tr A = ¢, dvs. A har netop ¢ egenveaerdier med veerdien 1 og n — ¢ egenveerdier med
vaerdien 0.

Den ortogonale transformation Y = C'T X har samme fordeling som X, idet

Y =C'X ~ N,(CT0,CTIC) = N,(0,1),

En symmetrisk og idempotent matrix kaldes ogsa en projektionsmatrix.


http://en.wikipedia.org/wiki/Noncentral_chi-square_distribution
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hvorefter
X'AX =X"CACTX =(C"X)"ACTX =YTAY = ) ¥
Z)\l::l
viser, at X "TAX ~ x%(q).

Ovelse. Vis, at hvis X ~ N,(0,02I),saer X "'AX ~ 02x%(q), og hvis X ~ N, (u,0%I),
sher XTAX ~ o2%(q; B2 0

Antager vi omvendt, at X T AX ~ x2(q) vil vi vise, at A er idempotent med rang A = q.
Da A er symmetrisk, kan vi diagonalisere A til A = [A; A2 -+ A, ] og ved tilsvarende
regninger som ovenfor far vi

n
XTAX =YTAY =) \Y2,
i=1
hvor Y ~ N, (0,1).
For at > 1 A\;Y;? kan modsvare kvadratsummen af g uafhaengige standardiserede nor-
malfordelte variable ma der galde, at ¢ af A\;’erne er 1 og n — ¢ er 0. Heraf fplger, at A
er idempotent med rang A = rang A =trA = q.

For helt at udelukke at en linearkombination Y 7 ; A\;X? med andre koefficienter end 0
og 1 kan vaere x2(q)-fordelt, betragter vi momentfrembringende funktioner®). Et krav
om > N X? ~ x*(¢q) udmgntes til
n n
[Ta-2xz2=0-20"% = (1—2X\t) = (1—2t)9,
i=1 =1

men dette viser igen, at A;’erne ma vaelges som ovenfor anfort.

Uafhaengighed mellem stokastiske kvadratiske former

Betragt to stokastiske kvadratiske former X " 4; X og X " A3 X, hvor X ~ N,(0,I) og
hvor bade Ay og As er n x n symmetriske og idempotente matricer med rang hhv. ¢ og
q2. Vi vil vise, at

XA, X og XA, X uafhengige & A4, =0.

Antag forst, at X' A4; X og X" A3 X er uatheengige. Summen af to uafhsengige x2-
fordelte variable er igen y2-fordelt, dvs. X T (A; + A2) X ~ x%(q1 + q2). Heraf folger, at
A1 + Ao er idempotent, dvs.

(Al + Ag)(Al + AQ) = A1+ A1As + As A1 + Ay = A1 + Ao,

hvilket kreever, at Ay As + AsA; = O. Multiplicerer vi denne ligning med A; hhv. forfra
og bagfra far vi

A1Ay + A1AAL =0 og A1A5A1 + As A1 = O.
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Subtraktion giver A1As — A3 A1 = O, som sammenholdt med A1 Ay + A3 A1 = O viser,
at A1A; = O.

Omvendt, nar A1 As = O, bliver A1 X og A2 X er uathaengige, idet
Cov(A; X, A3X) = Ay Var(X)A) = AjTA; = AjAy = O.

Uafhzengigheden mellem A; X og A X medfgrer uafhaengighed mellem (4; X)TA4; X =
XTAIX og (Ao X)T A X = XTAX.

Dekomposition af en x2-fordelt stokastisk variabel

Vi vil undersgge, om det er muligt at dekomponere V,, = X T X ~ x2(n), X ~ N,(0, 1),
i en sum af parvis uafheengige y2-fordelte variable.

Antag, at X " X kan skrives som en sum af stokastiske kvadratiske former,
X' X=X"A1X+XT4,X+ +XT4,X,

hvor A; er symmetrisk og idempotent med rang A; = ¢;, i =1,..., k.

Bemeerk, at
X' A X4+ X TAX+ 4+ X A4 X=XT(A +A4:+ - +A4pX,

dvs. Ay +As+---+ A, =1.

Der gaelder umiddelbart, at X " 4; X ~ x%(¢;), i = 1,..., k, men spgrgsmalet er uafheen-
gighed skal ogsa afklares.

Lad A; repreesentere en vilkarlig af de kvadratiske former. Da A; er symmetrisk og

idempotent findes en ortogonal matrix C, som diagonaliserer A; til A med alle diagonal-
elementer 1 eller 0.

Multiplicerer vi pa begge sider af A; + Ao + --- + A, = I forfra med C'T og bagfra med
C, far vi

Y CTAC+A=T

i#]
Matricerne C'T A;C, i # j, er som A;’erne idempotente. Alle diagonalelementer er derfor
ikke-negative. Dette betyder, at hvor A har 1 i diagonalen, er de tilsvarende diagonale-
lementer i CT A;C, i # j, ngdvendigvis alle 0.

Endvidere geelder, at nar der i C'" A;C optraeder 0 i hoveddiagonalen, sa vil alle elemen-
terne i den aktuelle rackke og i den aktuelle sgjle ogsa have veerdien 0.

Multiplikation af CT A4;C, i # j med A giver derfor O. Ved at indfgre A = C'T A;C far vi
CTA;,CA=CTA,CCTA;C =0T A4;A;C =0,

hvoraf A;A; = O, i # j.

11 1 1
“Lad C; diagonalisere C" A;C til A;. Saer CT A;C = CiNiC;| = CiAZAZC] = C A7 (CiAZ)T. Bt 0 i
hoveddiagonalen i C'7T A;C kreever, at den tilsvarende raekke i C’iA% er en nulrackke, hvoraf pastanden
folger.
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Da A; var arbitraert valgt, har vi A;4; = O for alle 7,57 = 1,...,k, i # j, hvilket viser,
at XTA;X,i=1,...,k, er parvis uathaengige. Heraf folger, at

XTAX + XTAX 4+ XTAX ~ (X5 0),

som sammenholdt med X "X ~ y%(n) viser, at Zle q; = n er en ngdvendig og til-
strackkelig betingelse for gyldigheden af den betragtede dekomposition.

Mere udfgrligt kan vi slutte, at fglgende udsagn er sekvivalente:
o XTA;X ~x%(q;),i=1,...,k, parvis uathsengige.
o« MA;=0,ij=1,... k i#].
° E?:l qi = n.
Dette resultat, som findes i flere varianter, kaldes Cochrans ssetning.
Ovelse. Lad X ~ N, (0,I). Betragt V,, = X' X og Vy = XTAX, A symmetrisk og

idempotent, rang A = q. Seet U =V, =V, og vis, at U ~ x2(n — q), samt at Vg og U er
uafhaengige. O

Hvis i stedet X ~ N,(0,02I), kan udledningen opretholdes, nar blot x?(-) alle steder
erstattes af o2x?(:). Hvis X ~ N,(u,0%I), kan udledningen stadig opretholdes, nar
yderligere X erstattes af X — p.

@velse.ﬁBetrag‘c en normalfordelt stikprove X ~ Np(u,0l), p = pl = p(1,1,...,1).
Vis, at | X — | og S? er uafhaengige. Vink: Der gaelder

n

S (X — 1) = (n - 1)S> + n(X — )
=1

samt
u — 1
(n—1)8*=) (Xi—X)? =0*(X —pul) (I - gllT)(X — 1)
i=1
0g
_ 1
(X = = 0*(X = ) T(S117)(X - pad).
(Vi kan ikke ad denne vej na helt frem til, at X og S? er uafheengige.) (]
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