Note til sandsynlighedsregning

Elementar sandsynlighedsregning

Sandsynlighedsbegrebet

Et udfaldsrum S er maengden af alle de mulige udfald af et eksperiment.

En haendelse A er en delmaengde af udfaldsrummet S.

Den haendelse, der ikke indeholder noget udfald, betegnes @.

Et sandsynlighedsmal er en funktion P, der afbilder heendelser ind i intervallet [0;1].

Funktionen P skal opfylde

P(S) =1
0< P(A) <1

Vl%]AZﬂA]:@ = P(A1UA2UUAn):P<A1)—|-P(A2)—|-—i—P(An)

Der gaelder blandt andet

P(@)=0
P(A%) =1- P(A)
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Betinget sandsynlighed:

P(A|B) = P(ANB)

P P(B) >0

A og B er uathsengige, hvis

P(ANB) = P(A)P(B) for alle A, B

Uafheengighed medfgrer, at

P(A|B) = P(A) og P(B|A) = P(B)

Lad Ay, As, ..., A, vaere en klassedeling af S, dvs.

Vitj: AinAj=@ og AjUAU---UA, =S Y

1)

DDefinitionen kan udvides til at geelde uendeligt, men teelleligt mange heendelser, dvs. EyUFE2U--- = S.
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Loven om total sandsynlighed:

Bayes’ formel:

P(B|4;) P(4;) P(B|4;) P(4;)

P(A;j|B) = P(B) ~ S, P(BJA;) P(4;)

j=1,....,n Y

Symmetrisk sandsynlighed: Nar alle udfald i .S har samme sandsynlighed, kan sandsyn-
ligheden for en heendelse A udregnes ved at teelle, hvor mange udfald der hgrer til A, og
dividere med antallet af udfald i S. Altsa

# gunstige
P(A) = —"—
(4) # mulige

Stokastisk variabel

En stokastisk variabel X er en reel funktion defineret pa udfaldsrummet S, dvs. X : S —
R, X(s)=z,s€S

X er diskret, nar X antager endeligt mange veerdier eller hgjst teelleligt mange veerdier.
X er kontinuert, nar X antager flere end teelleligt mange veerdier.

Diskrete fordelinger

Sandsynlighedsfunktion for en diskret stokastisk variabel:

p(xx) = P(X = zy)

Nar X er heltallig, dvs. nar X kun antager hele tal som vardier, kan sandsynligheds-
funktionen skrives

Fordelingsfunktion:

Fz)=P(X <z) = Z p(zg), ze€R

k:l‘kSJI

Middelveerdi af X:
BIX] =) applax) = p
k

Middelveerdi af en afledt stokastisk variabel g(X):

Elg(X)] =) g(ax) plwr)
k

DFormlen modificeres, nar klassedelingen af S bestar af uendeligt, men teelleligt mange heendelser.
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Varians af X:

Spredning:

o =4/ Var(X)

Eksempel 1. Kast med en terning. Lad X betegne antal gjne.

1
pk) =2, k=12....6
6
1 16(6+1) 7
E[X] = == =_ 1
X1=> k5=5— 3 —3
k=1
6
1 16-7-1 1
E[XQ]:ZH*—*G 13 _ 9y
Z"676 6 6
91 /772 182—147 35
Var(X) = = 35 12 12

I
15\t 11
E[Y]:;kG(G) _8(1_%>2:6 2
> L/5\k-1 1 2
E[(Y +1)Y] = k221<k + k() = A 2)
E[Y?| = E[(Y +1)Y] - E[Y] =72 — 6 = 66
Var(Y) = E[Y?] — (E[Y])? = 66 — 6% = 30 0

Indikatorvariabel. Lad 4 betegne indikatorvariabel for haendelsen A, dvs. I4 antager
veerdien 1, nar A forekommer, og vaerdien 0, nar A°¢ forekommer. Seet P(A) = p.

E[lal=p,  Var({a) =p(1-p)

Binomialfordelingen. Lad X veere antal gange en heendelse A forekommer blandt n
uathaengige gentagelser af et forsgg. Seet P(A) = p. Bemeaerk, at X kan opfattes som en
sum af indikatorvariable for heendelsen A, dvs. X = Ia, + 14, + ...+ 14,

n _
p(k) = <k>pk(1—p)” Fok=0,1,...,n

E[X]=np,  Var(X) =np(1l—p)

At X er binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p, skrives
kort X ~ b(n,p).

DVedr. summationer, se baggrundsnote til sandsynlighedsregning side 3
2 Vedr. summationer, se baggrundsnote til sandsynlighedsregning side 4
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Poissonfordelingen. Lad )\ veere det gennemsnitlige antal begivenheder, der indtraeffer
i et omrade (interval), og lad X veere det antal begivenheder, der indtraeffer.

e Nk
o k=0,1,2,...

E[X] = A, Var(X) = A

At X er Poissonfordelt med parameter A, skrives kort X ~ p(\).

Kontinuerte fordelinger

Fordelingsfunktion:

Bemaerk, at der gaelder

lim F(z)=0, lim F(z) =

T——00 T—00

Hvis der findes en stykkevis kontinuert funktion f, der opfylder

(x) >0, ze€eR
/ fw)du=F), zcR

sa kaldes f teethedsfunktion for X. Der gaelder blandt andet
/ fla

=z)=0, z€R
Pla< X <ux) —/ f(z)dz = F(b) — F(a)

Middelveerdi af X:

Middelveerdi af en afledt stokastisk variabel g(X):

Varians af X:
Var(X) = E[(X - E[X])?] = E[X?] — (E[X])* = 0”

Spredning:
Var(X)
Eksempel 2. Lad X vere en stokastisk variabel med teethedsfunktion f(z) = 32,

0<x< 1.

1
E[X] :/0 z 3x2da = 3[%
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1
E[X?] :/0 22 32%de = 3[%} - g
0

Var(X) =

3 (3)2_48—45_ 3
=" = =

4 80 80

Lad Y = v X vere en afledt stokastisk variabel.

1 2 7111 6
_ 2, _of2 170 _ 0
E[Y] _/0 V7 32%ds = 3{7932}0 -
! 3
E[Y?] = / (vVz)? 32%dx = 1
0
3 6\2 147 —-144 3
Var(Y)=-—-(z)] = ——— = — = 0.0153
a(v) =3 - (7) 196 196
Ligefordeling pa interval. X ~ Ula;b].
1
f(:):):b_a, a<z<bh
a+b b2 — a?
[ ] 2 ? Va'r( ) 12
Eksponentialfordelingen. X ~ e()\).
f@)y=Xxe™%, x>0
1 1
E[X] =% Var(X)—p
Normalfordelingen. X ~ N (u,0?).
1 (z—p)?
f(x) = e 2;5, —00 < T < 00

Vemo
E[X] = u, Var(X) = o?

Todimensional stokastisk variabel

Diskrete fordelinger

Simultan sandsynlighedsfunktion for en todimensional diskret variabel (X,Y):

p(aj,yp) = P(X = 2;,Y = yp) = P(X =2;0Y = yp)

Marginal sandsynlighedsfunktion

for X : px(z;) = P(X = ;) Zzp(l"j,yk)
k

for Y : py(yr) = P(Y = yi) = Zp(xyvyk)

Middelveerdi af en afledt endimensional stokastisk variable g(X,Y):

Elg(X, V)] =Y g(xj,ue) plxj, yr)
7 k

X og Y er uafheengige, hvis p(z;, yr) = px(x;) py (yx) for alle j og k.
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Eksempel 3. Kast med to terninger. Lad X betegne det stgrste antal gjne, der frem-
kommer, og lad Y betegne summen af antal gjne. Bemaerk, af X kan antage veerdierne
1,2,...,6, og at Y kan antage veerdierne 2,3,...,11,12. Vi udregner veerdierne af den
simultane sandsynlighedsfunktion:

PX=zY=y |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 - - - - - - - - - _
36
2 1
2 36 36 R
2 2 1
3 B 36 36 36 I
4 2 2 2 1 _
36 36 36 36
5 - 2 2 2 2 1 _  _
36 36 36 36 36
6 - - - _ 2 2 2 2 2 1
36 36 36 36 36 36
Marginalfordelingen
- |1 2 3 4 5 6
or A: _ 1 3 5 7 9 11
P(X = 1) ‘ 3% 36 36 36 36 36
y |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
for ¥ P(Y =) ‘ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
=Y 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Bemaerk, at marginalfordelingerne fremkommer ved simpel addition af henholdsvis raek-
ker og s@jler i skemaet for den simultane sandsynlighedsfunktion.

Udregning af middelveaerdi og varians af henholdsvis X og Y

1 3 5 7 9 11 161
E[X]=1—-42— 43— 44— +5— +6— = — ~ 4.4722
] 36 %36 T 936 T 136 %36 T 036 ~ 36 ’

1 3 5 7 9 11 791
EX =1—+4— 49— 4+ 16— + 25— =
X = 135 + 55 956 + 1655 + 2535 + 3635 = 55

791 ,161N\2 28476 — 25921 2555
X) =2 (—) - - ~1.971
Var(X) = 55 36 1296 1296 = 1971
12 2 1 252
EV]=2— +3° & ... 4115 + 12— = 222 _
V]=255+335+ - T g+ 1230 = ¢
1 2 9 1 1974 329
E[Y?|=4— +9—+ .- +121— +144— = —— = ="
Y7 =dgg+ 955+ - + 12155 + 1dge = =5 6
329 1974 — 1764 210 35
Y = — — 2 = = = — X~ ). D
Var(Y) = == —7 = 5 = o~ 08333

Kontinuerte fordelinger

Simultan fordelingsfunktion for en todimensional kontinuert variabel (X,Y):

F(z,y) = P(X <2,Y <y), (2,9) € R?

Hvis der findes en stykkevis kontinuert funktion af to reelle variable, som opfylder

f(z,y) >0, (x,y) € R?
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/_OO /_: Flu,v) dudv = F(z, y)

sa kaldes f(z,y) den simultane teethedsfunktion for (X,Y)

Marginale teetheder:
«’1?)—/ fla,y)dy

:/Zf(x,y)dx

X og Y er uatheengige, hvis tethedsfunktionerne opfylder f(x,y)

= fx (@) fy (y)-
Middelveerdi af en afledt endimensional stokastisk variabel g(X,Y):

E[g(X,Y)] Z/Oo /Oo 9(z,y) f(z,y) devdy

Eksempel 4. Lad den simultane taethedsfunktion for (X,Y") veere givet som

fla,y) =122% 0<2<1, 0<y<l-uz

De marginale teetheder bliver

l—x
fx(z) / 120%dy = 122%(1 —x) = 12(2? — 2%), 0<z <1
0

1—y ) 333 1—y 3
fy(y):/ 122 dm:12[§}0 —4(1-y)3, 0<y<1
0

Bemerk, at X og Y er afhengige.

Udregning af middelveaerdi og varians af henholdsvis X og Y

)= [ 1o - a2 ] a1 1) 8

4  51lo 4 5) 75
' 5 2871 1 1y 2
E[XQ]/O 2*12(2? —m)dm—lQ[% %}0:12(5_6):5
2 /3y2 10-9 1
Var(X) =5 - (5) ~ 25 25
E[Y] /01y4(1—3y+3y —y)dy—4[f—3f+3f_f];
skl B
E[yz] /01y24(1—3y+3y2—y3)dy:4[y3—3y4+3y5_y6r

3 4 5 6
_4(1 31+31 1>_1
- \3 4 5 6/ 15

1 N2 5—-3 2

Var(Y):——(> -

15 \5

0

7575
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Kovarians og korrelation

Kovariansen mellem to stokastiske variable X og Y er defineret ved

Cov(X,Y) = E[(X - E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y] = oxy

Bemeerk, at
X,Y uathengige = E[XY]=EX]|EY] = Cov(X,Y)=0

Nar Cov(X,Y) > 0, siges X og Y at vaere positivt korrelerede, og nar Cov(X,Y) < 0,
siges X og Y at veere negativt korrelerede. Nar Cov(X,Y) = 0 er X og Y ukorrelerede.

Korrelationskoefficienten, eller blot korrelationen, er en dimensionslgs udgave af kovari-

ansen: Cov( X.V
p(){7 Y) — OV( ? ) — UXY
v/ Var(X) /Var(Y) oxoy

Egenskaber ved korrelation:

-1<p(X,Y) <1
p(X,)Y)=41 = 3Fa,f:Y=a+pX

Eksempel 3 fortsat. Udregning af kovarians og korrelation:

1 2 3 2 1 1232 308
EXY]=1-2.- —4+2.3. —4+92.4. —4+...46-11-—+6-12. — = —/— ——_—
XY} 36 36 T 56 T 36 " 36 36 9
308 161 1232 — 1127 105 35
Cov(X,Y) === — 35 36 36 12
35
22 630
p(X,Y) = 12 ~ 0.8601 a

3555 /35 /25551210
1296 6

Eksempel 4 fortsat. Udregning af kovarians og korrelation:

1 -z 1 y21l-a 1
E[XY] = / / zy 1222 dydx = / 1223 {—] dx = 6/ 2?1 — 2z + 2?)dx
0 Jo 0 2 1o 0

1 4 5 641 1 2 1 15—-24+10 1
:6/(x3—2x4+x5)dx:6[3—2$+‘T} = 6( >:67+:
0

5 6o 1576 60 10
1 31 5-6 1
Cov(X.YV)= — 2. 2-2"°%__ %
VX Y) =105 5 5o 50
1
L 1
p(X,Y) = 0__ - - g = V6 ~ —0.6124 a

Regneregler
Regneregler for middelvaerdi
e P X=¢)=1= EX|=c

e E[aX +bY] =a E[X]+ b E[Y]
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=1 =1

° X1 < XQ = E[X1] < E[XQ]

e |E[X]| < E[IX]].

Regneregler for varians
e P(X=c)=1 < Var(X)=0.
e Var(aX +bY) = a? Var(X) + 2abCov(X,Y) + b Var(Y)

o Var(z a; X;) = Z a? Var(X;) + 2 Z a;a; Cov(X;, Xj)
i=1 =1

i<j
Regneregler for kovarians

e X og Y uatheengige = Cov(X,Y) =0

o Cov(X,Y)=Cov(Y,X)

Cov(X, X) = Var(X)

Cov(aX,bY) = ab Cov(X,Y)

Cov(X +Y,Z) =Cov(X,Z) + Cov(Y, 2)

Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y) + Cov(X, Z)

COV(Z aiXi, Z bJY}) = Z Z aibj COV(XZ‘, Y})
P 7 - -

¢ J

Udregning af hgjere ordens momenter

e Det n’te moment for en stokastisk variabel:
Z rip(Tk)

e Det n’te centrale moment:

hvor p = E[X].
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