Opgaver i calculus med diverse vink

Afsnit 10.2
1 Udnyt komponentvis konvergens.
3 Udnyt komponentvis konvergens samt regneregler for konvergens.

6 Udnyt opgave 1.

Afsnit 10.3

1 Facit:
a Aben.

b Hverken aben eller lukket.

c Aben.

d Lukket.

e Lukket.

2 Facit:
a Aben.
b Lukket.
c Hverken aben eller lukket.
d Lukket.

12 Den danske betegnelse for ‘closure of A’ er “afslutningen af A’.

Afsnit 11.1

3 Udnyt komponentvis kontinuitet samt regneregler for kontinuerte
funktioner.



d Benyt endvidere satning 10.18(i)

Bemaerk, at {u | flu) >0} og {u | flu) <0} begge er lukkede. Tilsvarende
for funktionen g. Benyt seetning 10.17(ii).

Bemaerk, at {u | u,> 0} = p, *(R.), hvor p, er den n’te projektionsfunktion.
Benyt saetning 11.12(ii).

Afsnit 11.2

1

Facit:

a lkke felgekompakt (ikke lukket)

b Ikke felgekompakt (hverken lukket eller begraenset)
c lkke fglgekompakt (ikke begraenset)

Vis, at{v e R" | dist(lu—v) <r}er

- begrenset (|v]|=|v-u+u|<|v—u|+ |u|=r+|ul|, delodrette
streger omkring vektorerne burde vaere dobbeltstreger),

- lukket (korollar 11.13).

Facit: Nej. (Giv begrundelse.)

Facit:
a lkke ngdvendigvis. (Giv modeksempel.)
b Ikke ngdvendigvis. (Giv modeksempel.)

Afsnit 13.1

1 Delopitilfeeldene x=0 og x#0.



2 Facit:
a1l
b 0

3 a Indsaetfx (x,y)=(1/k,0),o0glad k—> .
Facit: Ingen graensevaerdi.
b Indsaet fx (x,y,z) =(1/k, 0,0), oglad k— oo.
Facit: Ingen graensevaerdi.
c Set x*+y>=t, og bemaerk, at e® = 1. Udnyt kendskabet til den
afledede af e'.
Facit: 1

10 i Bemaerk, at 1/|x|™ = |x|1/|x|™".
i Veelg fx f(x) = [x|™" som modeksempel.
(De lodrette streger om x burde vaere dobbeltstreger.)

Afsnit 13.2

2 Find de partielle afledede, og benyt regneregler for kontinuerte funktioner.
3 Indsatfx (x,y)=(0, 1/k) i Of/ox og (x,y)=(1/k, Q)i Of/0Oy.

7 Seet h(t)=f(lx+te),i=1,...,n, ogbemark, at h’(t) = (Af/0x;)(x).
Opstil differenskvotienten (g-h(t) — g-h(0))/t , oglad t — 0. Husk formlen
for differentiation af en sammensat funktion.

8 Facit:
a oh/ox=y’g (xy>+ 1), Oh/dy = 2xyg’(xy* + 1)
b oh/ou=4g'(4u+7v), oh/ov=T7g (4u+ 7v)
c oh/ot=g'(t—s), Ooh/Os=—g'(t—>5)

11 Facit:
a Harmonisk.
b Harmonisk.
c lkke harmonisk.



Afsnit 13.3

1 Facit:
a 2exp(|x]|?)x (De lodrette streger om x burde vare dobbeltstreger.)
b (x*+y*+ 1) (ycos(xy) — xsin(xy)/( x* + y* + 1),
xcos(xy) — ysin(xy)/(x* + y* + 1)
c -2x/|x|* (De lodrette streger om x burde veere dobbeltstreger.)
3 Benyt resultatet i opgave 13.2 7 pa de enkelte partielle afledede.
Facit: V(gef)(x) = (g"N(x)V f(x)
6 Mellemresultat: 36%+460 —3 =0 (ved indsattelse i middelvaerdi-
setningen)
Facit: 0= (-2 +(13))/3
7 Integration giver f(x,y) = 2x+ g(y) og fi(x,y) = 3y + h(x). Benyt f(0,0) =1
til at bestemme g(y) og h(x).
9 a Indsaetfx (x,y)=(1/k, 1/k*), oglad k — «.
b Benyt definitionen pa den retningsafledede efter p = (p4, p,).
Betragt tilfeldene p,#0 og p, =0 hver for sig.
Facit: (6f/0p)(0) = (p+/| p2| )N ps® + p,°), ndr p,#0.
(0f/0p)(0) =0, ndr p,=0.
¢ Facit: Veelg p=(c®+1)™*c, 1), nar c#0.
Vaelg p=(1,0), ndr c=0.
d Bemaerk, at fe C°.
Afsnit 14.1
1 Facit: z=e+2ex+4ey
2 Lgsligningssystemet OJf/Ox=0 og Of/dy =0, indsati fix,y) .

Facit: P =(-4/7,-1/7,-2/7)



3 Betragt fx f(le) = C\/(l - Xz/a2 - yz/bz) ’ P= (XOI Yo, ZO)
Mellemresultater: (6f/0x)(xo, Yo) = — ’Xo/a’20, (0f/0y)(Xo, Vo) = — ’yo/b’zo
Facit: xxo/a” + yyo/b® + zzo/c* = 1

4 Den sggte affine funktion: g(u) = g(xo) + VA(Xo)(u — o)

Facit: g(uq, u;) = 2u,

5 Facit: g(uy, uy)=1+uq -uy

6 Facit: g(uy, up u3) = us

8 Mellemresultater: (0f/0x)(0, 0) = g(0, 0), (f/dy)(0, 0) = h(0, 0)

Facit: ¢(uy, up) =g(0, O)uy + h(0, O)u,

10 Vis, at f(x,y) + {Vf(0, 0), (x,y)) = 0. Benyt derefter fgrste ordens

approksimationssaetningen.

11 Vis, at f(x,y) + {Vf(0, 0), (x,y)) = 2x + 2y . Benyt derefter fgrste ordens

approksimationsszetningen.

12 Vis, at f(x,y) + (Vf(0, 0), (x,y)) =1 + 3x. Benyt derefter fgrste ordens

approksimationssatningen.

Afsnit 14.2

1 a Mellemresultat: ¢”’(t) = 12(1 + 12t°)exp(6t?) + 32
b Mellemresultat: H(O, 0) =[2, 3; 3, 0]

(Matlab skrivemade for matrix, dvs. raekkevis)
Bemaerk, at ¢(t) = f((0, 0) + t(2, 3)).
2 a Facit: ¢’(0)=3

b Mellemresultat: H(0, 1,0)=10,0, 1/2;0,0,0;1/2,0, 0]
(Matlab skrivemade for matrix, dvs. raekkevis)
Bemaerk, at ¢(t) =g((0, 1, 0) + t(3, -1, 1)).



7 Facit:
a [1,0;0,-1] (Matlab skrivemade for matrix, dvs. raekkevis)
b [1,4;4,1] (Matlab skrivemade for matrix, dvs. raeekkevis)

8 SetA'=[u0...0].

9 Facit: [1,3/2,0;3/2,-1,1/2;0,1/2,-1]
(Matlab skrivemade for matrix, dvs. raekkevis)

Afsnit 14.3

1 Facit:
a fhar minimumi (0,2), f(0,2)=¢e*.
b g har minimumi (0,2,0), f(0,2,0)=e"*.
¢ fharminimumi (0,0), f(0,0)=0.
d fix,0)=0 for xe R, f(O,y)=0 for y eR,
f har lokalt maksimum i (3, 2), f(3,2)=108.

3 Mellemresultater:
Kritiske punkteriintK: (x, y) = (0, £ ®/2).
Randundersggelse, jf. eksempel i kompendium i calculus side 16, udpeger
punkterne (£1,0) og (1, £ m).
Facit: fhar minimumi (-1,0), f(-1,0)=-e,

4 Facit: fhar minimumi (-1,1), f(-1,1)=3.
5 Facit: fharsadelpunkti (0,0), f(0,0)=0.

11 a Seet flx,y) =sin(x+xy—y).
Mellemresultat: (V f(0,0), (x,y))=x—-y= x+y—2y
Underspg, om 2y/N(x* +y*) har en graensevaerdi for (x, y) = (0, 0) .
Facit: Det givne udtryk har ingen graenseveerdi for (x, y) = (0, 0) .
b Seet f(s, t)=s’t.
Mellemresultat: (V f(0, 0), (x, y))=0.



Facit: (s’ — (0 + 0))/N(s*+t*) — 0 for (s, t) — (0, 0) .

c Seet flx,y)=¢€""".

Mellemresultater: (Vf(0,0), (x,y))=x-y

(H(0, 0) (x, y), (x, y)y = (x—y)?
Undersgg, om (x —y)*/2(x* +y®) har en graensevaerdi for (x, y) — (0,0) .
Facit: Det givne udtryk har ingen graenseveerdi for (x, y) — (0, 0) .
Saet f(x,y) = cos(x—y + xy) .
Mellemresultater: (Vf(0, 0), (x, y))=0

(H(0, 0) (x, y), (x, y)) =— (x = y)*
Facit: (cos(x—y +xy) —(1+0— (x—y)%/2))/(N(x* +y*)* > 0 for

(x, y) — (0, 0)

Afsnit 15.2

1 Facit: DF(0,0) =[2,0; 1,-1], DF(0, 0) = [2, ; -1, 1]

(Matlab skrivemade for matricer, dvs. raekkevis)

Facit: DF(1,2,3)=16,3,2;2,3,2;3,0,0]
DF(0,1,0)=[0,0,0;0,1,0; 3,0, 0]
DF(-1,4,0)=10,0,-4;-2,0,4; 3,0, 0]

(Matlab skrivemade for matricer, dvs. raekkevis)

Vis, at aFi/an =ajj .

Mellemresultat: J(xo, Vo) = 4(Xo” + ¥o°) (Jacibideterminanten)
a Facit: Alle (xo, yo) # (0, 0) .
b Bemeerk, at dF(xo, yo) = DF(xo, yo)h .

Facit: Alle (xo, o) # (0, 0) .

a Udregn (0f/0x)(xo, vo) 0g (Of/dy)(xo, Yo) , og omform til det gnskede
udtryk.
b Husk, at en ngdvendig betingelse for minimum i (xo, ¥o) er, at

(0f/0x)(xo, ¥o) = 0 og (0f/0y)(xo, yo) = 0.



Afsnit 15.3
1 Facit: (0g/0s)(s, t) = D1yAs’t, s)2st + D,yAs’t, s), (Og/dt)(s, t) = D1yAs’t, s)s°

2 Facit:
Din(u, v, w) = 3h(u?, V°, uvw) + (3u + 2v)(D:h(u?, V2, uvw)2u
+ Dsh(u?, V2, uvw)vw)
D>n(u, v, w) = 2h(u?, V2, uvw) + (3u + 2v)(D>h(u?, V2, uvw)2v
+ Dsh(u?, V2, uvw)uw)

Dsn(u, v, w) = (3u + 2v)Dsh(u?, V2, uvw)uv

4 Supplerende mellemresultater:
(Ov/ox)(x, y) = (Bu/ox)(x* = y*, 2xy)(-2y) + (0u/dy)(x* - y*, 2xy)2x
(0°v/ox®)(x, y) = (B°u/Ox*)(X* = y*, 2xy)ay* + (Bu/oxX)(X* = y*, 2xy)(-2)
+ (0%u/oxdy) (x> — y2, 2xy)(-8xy) + (8%u/dy*)(x* — V2, 2xy)4x*

6 Mellemresultater (v(x, y) = w-F(x,y), F=(Fy, F,))
a (OF./0x)(x, y) = (OF,/0y)(x, y) = €’cosy
(OF1/0y)(x, y) = — (OF,/0x)(x, y) = — €"siny
b (0F1/0x)(x, y) = (OF2/dy)(x, y) = 2x
(OF1/0y)(x, y) = — (OF2/Ox)(x, y) = — 2y
c (OF1/3x)(x, y) = (OF2/3y)(x, y) = — (X = y*)/(X* + y*)?
(OF1/0y)(x, y) = — (OFo/2X)(X, y) = — 2xy/(x* + y°)?

7 Mellemresultat:
(°v/0x°)(x, y) + (O°v/Oy*)(x, y) = (a* + b%) Dwulax + by, cx + dy)
+ (ac + bd)D,u(ax + by, cx + dy)
+ (a* + b%) Dy,u(ax + by, cx + dy)

9 Mellemresultat: (8°u/ox*)(x, v, z) = 3x*/|p|> - 1/|p|’
(De lodrette streger om p burde vaere dobbeltstreger.)



