Den flerdimensionale normalfordeling

1 Stokastiske vektorer

Ved en stokastisk vektor skal vi forsta en vektor, hvor de enkelte komponenter er
saedvanlige stokastiske variable.

For den stokastiske vektor Y = (Yi,...,Y,,) definerer vi middelveerdivektoren som

E[Y] = (EYi].....E[V.) .

[ sammenhang med matricer vil vi opfatte Y og E [Y] som sgjlevektorer.

Lad os betragte to stokastiske vektorer X = (Xy,...,X;,) 0g Y = (Y1,...,Y,). Alle
kovarianser mellem X'’s komponenter og Y'’s komponenter kan naturligt samles i
en m X n matrix, den sakaldte kovariansmatrix:

Cov(X.,Y) = {Cov(X,;,Y))}

= {E[(X; - E[X])(Y; - E[Y;])]}

~ E[X-BIX)(Y-E[Y)T] .
I det sidste udtryk skal vi ved middelveerdien af en matrix naturligvis forsta matricen
bestaende af alle elementernes middelveaerdier.
Seetter vi X =Y i Cov(X,Y), far vi den sakaldte variansmatrix for Y (ogsa
kaldet varians-kovariansmatrix, kovariansmatrix, dispersionsmatrix):

Var (Y) = Cov (Y,Y) = {Cov (Y},Y;)} .

Bemeerk, at Var (Y') har Var (Y;), i = 1,...,n, i hoveddiagonalen. Bemaerk endvi-
dere, at Var (Y') er symmetrisk, da Cov (Y;,Y;) = Cov (Y;,Y)).

At to stokastiske vektorer er uatheengige, betyder at en vilkarlig komponent i den
ene vektor er uafthaengig af en vilkarlig komponent i den anden vektor. (To forskellige
komponenter i samme vektor kan veere aftheengige eller uathaengige.) Bemeerk, at

X, Y uafhengige = Cov(X,Y)=0.

Lad os betragte en lineser transformation 7' af den stokastiske vektor Y repraesen-
teret af matricen A, dvs. T': R* — R™, T(Y ) = AY. Da middelveerdioperatoren
er lineser, har vi umiddelbart, at E[AY| = AE[Y]. For variansmatricen far vi, at

Var (AY) = E[(AY — AE[Y])(AY — AE[Y])"]
E[AY -E[Y)(Y —E[Y])TAT]
= AE[(Y —-E[Y])(Y —E[Y])'] AT
= AVar(Y)AT .
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Var (AY') er altsa en m X m matrix.

Betragter vi specielt en linearkombination af Y’s komponenter a,Y,+...+a,Y,, der
kort kan skrives @'Y, far vi E[a"Y] = a'E[Y] og Var (a'Y) = a'Var (Y) a.
Var (a'Y') er et reelt tal (1 x 1 matrix).

En ortogonal transformation er en linezer transformation, der repraesenteres af en
ortogonal matrix!, dvs. en matrix hvor sgjlevektorerne er ortonormerede. For en
sadan matrix geelder, at systemet af rackkevektorer ligeledes er ortonormeret, at den
inverse matrix er lig den transponerede, og at den tilhgrende determinant antager
veerdien 1 eller —1.

Lad Z = CY definere en ortogonal transformation. C' er altsa en ortogonal matrix.

Der geelder, at

Y 22=Z2"Z=CY) CY =Y CTCY =YY =) YV,

dvs. kvadratsummen af en stokastisk vektors komponenter er invariant over for
ortogonaltransformation.

Betragt nu en stokastisk kvadratisk form YT AY, hvor E[Y] = p og Var (Y) = X.
Middelveerdien af Y'' AY udregnes:

E[YTAY] = E [ZZaiij

%

_ Z Z ai; (Cov (Y;,Y;) + E[Y;] E[Y)])
= Z Z Qij0ij + Z Z Qg i g

= Z a;; E[Y;Y]]

i

7

7 j i

= trAY + ' Ap
Nar Var (Y') = oI forenkles udtrykket til
E [YTAY} =o’trA+pu' Ap
og nar yderligere E [Y] = 0 til
E[Y'TAY]| =0%rA.
Den momentfrembringende funktion hgrende til en stokastisk vektor defineres som

My (t1, ..., t,) = E [exp(t'Y)].

'Den traditionelle betegnelse, en mere praecis betegnelse ville vaere ortonormal matrix.



Ofte skrives My (t) som en forkortelse for My (ty,...,t,).

De s@dvanlige egenskaber ved momentfrembringende funktion har ogsa gyldighed

her, dvs.
MAy+b(t) == exp(th)My(ATt),

og for X og Y uathasengige
Mx .y (t) = Mx (t) My (¢),

jf. opgave 4 og 5.

2 Den flerdimensionale normalfordeling

En stokastisk vektor Y = (Y7,...,Y},) siges, at veere n-dimensional normalfordelt,
nar Yi,...,Y, har den simultane teethed

Fy (i yn) = (2m) "% (det £) 72 exp <—%(y —p)' Sy - u)) ,

hvor p € R™ og > € R™". u kan veelges vilkarligt, mens ¥ skal veere en positiv
definit matrix?.

At Y er n-dimensional normalfordelt med parametrene p og 5, skrives kort Y ~
Vi vil forst vise, at vi ved en passende affin transformation af Y kan opna, at kompo-

nenterne i den transformerede stokastiske vektor er uathasengige og standardiserede
normalfordelte.

St Y = X2 X + p (se opgave 7, 8 og 9 vedr. E%). Jacobideterminanten hgrende
til denne transformation ses umiddelbart at vzere det ¥z, Taethedsfunktionen for X
bliver derfor

n 1
fx(x1,...,x,) = (2m) " 2 (det E)_% exp (—amTEéz_lEéw) ‘det IE
= (27) 2 exp —lme = (27) 72 exp 1 zn:x»Q
2 2 — ’
I =2
= H (& 2 ,

=1

N

hvoraf ses, at X; ~ N(0,1),7=1,...,n, og at X, erne er uathengige.

2En symmetrisk n x n matrix er positiv definit, nar V& € R™"\{0} : T Az > 0. A er positiv
semidefinit, nar V& € R"\{0} : T Az > 0, og der findes (mindst) et  # 0, si z' Az = 0.
Analogt defineres negativ definit og negativ semidefinit.



Herefter kan vi let udregne E [Y] og Var (Y):

EX]+p=S0+p=p,
ar (X)(22) =¥2[,52 =% .

E[Y] =%
Var (V) =%

= [N

Parametrene p og X er altsa henholdsvis middelveerdivektor og variansmatrix for
Y.

Den momentfrembringende funktion for Y kan vi bestemme ved fglgende udregnin-
ger, hvor vi igen benytter transformationen Y = N2 X 4 w:

My (t) = E [exp(t"Y)]
= [ ety en) Haers) e (<5 - 0w - ) i
= / exp(t (2@ + p))(27) 2 exp (—%mTw) 9
—exp(t’ ) [

1 n 1 1
exp <tT/,l, + étTEt) / (2m) 2 exp (—§(aszc —2t"Yex + tTEt)> dQ

n 1 1
(2m) "2 exp (—i(a:Ta: - 2tTZ2w)> ds)

n

1 n 1 1 1
exp (tT,u, + §tTEt) / (2m) "2 exp (—§(w —¥et) (x — E2t)) dQ

1
= exp (tTu + §tTEt) ,

idet funktionen under det sidste integraltegn ses at veere teethedsfunktionen for en
n-dimensional normalfordeling med middelveerdivektor Yot og variansmatrix [,,.

I stedet for at definere den flerdimensionale normalfordeling ud fra teethedsfunktio-
nen kan vi benytte fglgende alternative definition:

Y er n-dimensional normalfordelt, nar og kun nar der for alle I # 0 gzelder, at I'Y
er (endimensional) normalfordelt. Benytter vi symbolerne p og ¥ som ovenfor, skal
der altsa geelde at I'Y ~ N(1"pu,1"31).

I denne definition kan vi umiddelbart medtage det singuleere tilfeelde, hvor > kun
er positiv semidefinit svarende til, at der findes (mindst) et I # 0, sa I'S1=0.1
det singuleere tilfaelde vil der altsa optraede linearkombination(er) 1Y med varians
0.

Fra tidligere kender vi den momentfrembringende funktion for en normalfordelt
stokastisk variabel X ~ N(u,o?). Der geelder My (t) = e#T27" Fglgelig har vi

1
M7y (t) = exp (lTut + ElTthQ) .
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Ved benyttelse af momentfrembringende funktioner kan det let eftervises, at de to
forskellige definitioner pa flerdimensional normalfordeling er sckvivalente, nar der
ses bort fra det singuleere tilfeelde, se opgave 11.

Den flerdimensionale normlfordeling

3 Egenskaber ved normalfordelte stokastiske
vektorer

Lad os betragte en affin transformation AY +baf Y ~ N, (u, ), hvor ¥ er positiv
definit, og hvor A er ¢ x n med rang A = ¢ < n. Der gaelder

VI#0 : IT(AY +b) = (1TA)Y +17b
~N@TAp+1"b,(1TAZITA)T)
=N (Ap+b),I"ASATL) |

som viser, at AY +b ~ N, (Au+b, AXAT), idet ALAT er positiv definit, jf. opgave
12.

Heraf fglger, at en vilkarlig linearkombination a'Y af Y’s komponenter er normal-
fordelt.

Ved et passende valg af A kan vi udtage en vilkarlig delvektor af Y. Alle delvektorer
af Y, herunder ogsa de enkelte komponenter, er altsa normalfordelte.

For endimensionale normalfordelte variable geelder, at uathaengighed er ensbetyden-
de med, at de variable er ukorrelerede. Betragter vi to normalfordelte stokastiske
vektorer Y ~ N, (p1,%1) 0g Yo ~ Ny, (s, %5), vil vi tilsvarende vise, at uaf-
haengighed mellem Y'; og Y5 er ensbetydende med, at Cov (Y1,Y5) = O.

Det geelder generelt, at uathengighed mellem stokastiske vektorer medforer, at de
er ukorrelerede, jf. afsnit 1.

Antager vi omvendt, at Cov (Y'1,Y2) = O, bliver variansmatricen ¥ for den stoka-
stiske vektor Y = (Y1,Y,)
)
=[5 =]

O %

hvor ¥; og ¥, er variansmatricerne for henholdsvis Y'; og Y. Heraf fglger, at

¥t 0
-1 1
S _[ : Z]

b}



Bemeerk, at

wowrteem=[0 0] [ 2 ][]
= (Y Nl)TE Ny — ) + (yo — N2)T251(y2 — 1)
= hi(y,) + ha(y,).

For Y’s teethedsfunktion far vi derfor, at

Ty Wats - Yings Y21y - - - Yony)
— (2m) " (det By det $) % exp (= 2 (b (1) + ha(y,)))
= (2m) "7 (det £,) 72 exp (— Lhy(y,))(2m) " F (det £a) 72 exp ( — Lha(yy))

— le(ylla o 7y1n1)fY2<y217 s 7y2n2)7

hvoraf det ses, at Y1 og Y, er uafhengige.

Hvis vi betragter to linesere transformationer af samme vektor Y, A;Y og A)Y,
hvor A; og A, har fuld rang, ses umiddelbart, at uatheengighed mellem A;Y og
AY er ensbetydende med at AlZA; = O, idet

Cov (AY,A)Y) =0 < A Cov(Y,Y)A, =0 < A XA =0.

Bemeerk, at med A;XA) = O er systemet af reekker i A; ortogonalt pa systemet af

rackker i A; med hensyn til det indre produkt (u,v) = u'Yv. Matricen A = {jjl}
2
har derfor fuld rang, dvs. rang A = rang A; 4+ rang A, < n.

Specielt gaelder, at to linearkombinationer af Y’s komponenter, a; 'Y og a, 'Y, er
uafhaengige, nar og kun nar Cov (alTY, agTY) =0 a; Xay, =0.

Et vigtigt resultat er, at
(Y —p) 7Y — ) ~ x*(n)

hvilket let eftervises, se opgave 14.

Lad os til slut vise, at de stokastiske variable Y = £ 3" | ¥;0g 52 = L= 5" (V; — V)2,
hvor Y og S? er baseret pa en normalfordelt stikprgve med middelveerdi y og varians
o2, er uathaengige. Bemeerk, at Y ~ N, (ul,021).

Nar Z er en ortogonal transformation af Y, dvs. Z = C'Y med C ortogonal, far vi
Z ~ N,(uC1,0°CIC") = N, (uC1,0°I) .

Komponenterne i Z er altsa uafhaengige.



Benytter vi specielt en ortogonal matrix, der har vektoren (\/Lﬁ, cee \/Lﬁ) som forste
reekkevektor, far vi

1 I
- | L Lly = g =L
Zi=[d \/ﬁ}Y_\/ﬁEYZ—\/ﬁY(:)Y_

B

og
(n—l)SQ:;(}@—Y)QZZi:Kz_nYQ:Zi:z?_n(%y

1

hvoraf det umiddelbart fremgér, at Y og S? er uathaengige.

4 En betinget fordeling

Lad Y ~ N,(u,Y), og betragt delvektorene Y; med n; komponenter og Y5 med
no komponenter, n; +n, = n. Y1 og Y5 er begge normalfordelte og i almindelighed
afhaengige. Vi kan skrive

2]11 E12
Y, Y, ~ Nn n2 ) ’ ;
( 15 2) 1+ ((l’l’l “2) |:221 222:|)

hvor betydningen af de benyttede betegnelser er abenbar, fx star 35 for Cov (Y1, Y s).

Indfor Z =Y, — ZzlEﬁlYl, og betragt den stokastiske vektor (Y1, Z), der frem-
kommer som en lineser transformation af (Y7, Y2). Transformationen er repraesen-

I, O
~S T Iy
Ved udregning, jf. opgave 16, far vi, at

teret ved matricen [ } , som er n X n og reguleer.

211 O

Y, 7)) =
Var (Y4, 2)) {O Z22—22121_112127

der viser, at Y1 og Z er uathaengige.
For Var (Z) benyttes som regel betegnelsen Y91, altsi
S021 = Bz — Lo U1 Lo

Bemeerk, at
E[Z] =E[Y3] - SuSH'E[Y1] = py — S35 py,

hvorefter vi kan angive Z’s fordeling som
Z ~ Ny, (N2 - Z212f1lﬂ1a E22-1) .
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Fra indfgrelsen af Z har vi, at
Y,=Z + 32 Yy,
og ved at betinge med Y| = y,, far vi
Yoly, = Z + Za¥ 'y,
idet Y1 og Z er uathsengige. Middelveerdivektor og variansmatrix for Yo|y, bliver

EYsly,| = py + Z2121_11(191 — 1),
Var (Y2|yl) = Var (Z) = 222.1.

Fordelingen af Y|y, er altsa

Yoly, ~ No, (Nz + 50 (yy — ), E22-1) .

5 Opgaver

1. Vis, at Cov(X,Y) =E[XY '] -E[X]|E[Y]".

2. Vis, at Cov (AX,BY) = ACov (X,Y)B".

3. Vis, at Var (Y +b) = Var (Y).

4. Vis, at May () = exp(t'b)My (ATt).

5. Vis, at X og Y uafheengige = Mx.,y(t) = Mx(t)My(t).

6. Lad C veere en ortogonal matrix, dvs. der geelder C'TC = I. Vis, at systemet
af reekkevektorer i C' er ortonormeret, at C~! = C'7, og at det C' = £1. Vis
endvidere, at produktet af to ortogonale matricer giver en ortogonal matrix.

7. Lad A veere en symmetrisk matrix. Vis, at A er positiv definit, nar og kun nar
alle A’s egenveerdier er positive.  Vink: Betragt en ortogonal substitution
x = Cy, hvor matricen C' diagonaliserer A, dvs. C71AC = A ="\ ...\,
og vis, at T Az =Y, \iy?.

8. Lad A veere en positiv definit matrix, og lad C' veere en ortogonal matrix, som
diagonaliserer A til A. Bestem forst en matrix A2, s& (A2)2 = A, og dernaest
en matrix A2, sa (A2)2 = A.

9. Vis, at det Xz = (det X)2.



10. Kontroller at fy er en taethedsfunktion, dvs. at [, fy (y1,...,yn)dV = 1.
Vink: Benyt teethedsfunktionen fx(zi,...,z,) for den transformerede sto-
kastiske vektor X.

11. Vis ved benyttelse af momentfrembringende funktioner, at de to definitioner
pa flerdimensional normalfordeling er sekvivalente, dvs. at definition 1 = de-
finition 2, og at definition 2 = definition 1. (Der ses bort fra det singulaere
tilfeelde.)

12. Vis, at nar A er n x n positiv definit, og nar C' er p x n med rang C' = p, sa
er CACT positiv definit.

13. Eftervis, at w'Xv, hvor ¥ er positiv definit, definerer et indre produkt.

14. Vis, at (Y —pu)"S"HY — u) ~ x*(n). Vink: Benyt transformationen Y =
N2 X + .

15. Lad Y3, ...,Y,, veere en stikprgve i en normalfordelt population. Giv et bevis
for, at S2 ~ Zox*(n —1).  Vink: Betragt forst X = 2(Y — p) og dernaest
U = C'X med samme C som i slutningen af afsnit 3.

16. Eftervis, at Y7 og Z defineret som i afsnit 4 er uathengige.  Vink: Husk, at
Var(AY )=AVar(Y)AT.
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