
Note til sandsynlighedsregning

Integraludregninger

Ligefordelingen, X ∼ U [a; b]

Tæthedsfunktion:

f(x) =
1

b− a
, a ≤ x ≤ b

Kontrol:
∫ b

a

1

b− a
dx =

1

b− a

[

x
]b

a
=

1

b− a
(b− a) = 1

Middelværdi og varians:

EX =

∫ b

a

x
1

b− a
dx =

1

b− a

[x2

2

]b

a
=

1

b− a

b2 − a2

2
=

a+ b

2

E[X2] =

∫ b

a

x2
1

b− a
dx =

1

b− a

[x3

3

]b

a
=

1

b− a

b3 − a3

3
=

b2 + ab+ a2

3

VarX =
b2 + ab+ a2

3
−

(a+ b

2

)2
=

b2 − 2ab+ a2

12
=

(b− a)2

12

Eksponentialfordelingen, X ∼ e(λ)

Tæthedsfunktion:
f(x) = λ e−λx, 0 ≤ x < ∞

Kontrol:
∫

∞

0
λ e−λx dx = λ

[

−
1

λ
e−λx

]

∞

0
= 1

Middelværdi og varians:

EX =

∫

∞

0
P (X > x) dx 1) =

∫

∞

0
e−λx dx =

[

−
1

λ
e−λx

]

∞

0
=

1

λ

E[X2] =

∫

∞

0
2xP (X > x) dx =

2

λ

∫

∞

0
xλ e−λx dx =

2

λ
EX =

2

λ2

VarX =
2

λ2
−
( 1

λ

)2
=

1

λ2

1)Alternativt: EX =

∫ ∞

0

xλ e
−λx dx = · · · =

1

λ
, analogt E[X2].
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Note til sandsynlighedsregning

Normalfordelingen, X ∼ N(µ, σ2)

Tæthedsfunktion:

f(x) =
1

√
2πσ

exp
(

−
(x− µ)2

2σ2

)

, −∞ < x < ∞

Kontrol:
∫

∞

−∞

1
√
2πσ

exp
(

−
(x− µ)2

2σ2

)

dx,
u = x−µ

σ
, x = σu+ µ

du = 1
σ
dx

=

∫

∞

−∞

1
√
2π

exp
(

−
u2

2

)

du =

((
∫

∞

−∞

1
√
2π

exp
(

−
u2

2

)

du

)2) 1
2

=

(
∫

∞

−∞

1
√
2π

exp
(

−
u2

2

)

du

∫

∞

−∞

1
√
2π

exp
(

−
v2

2

)

dv

)
1
2

=

(

1

2π

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

exp
(

−
u2 + v2

2

)

du dv

)
1
2

=

(

1

2π

∫ 2π

0

∫

∞

0
exp

(

−
r2

2

)

r dr dθ

)
1
2

=

(
∫

∞

0
exp

(

−
r2

2

)

d
(r2

2

)

)
1
2

=

(

[

− exp
(

−
r2

2

)]

∞

0

)
1
2

= 1
1
2 = 1

Middelværdi og varians:

EX =

∫

∞

−∞

x
1

√
2πσ

exp
(

−
(x− µ)2

2σ2

)

dx,
u = x−µ

σ
, x = σu+ µ

du = 1
σ
dx

=

∫

∞

−∞

(σu+ µ)
1

√
2π

exp
(

−
u2

2

)

du

= σ

∫

∞

−∞

u
1

√
2π

exp
(

−
u2

2

)

du+ µ

∫

∞

−∞

1
√
2π

exp
(

−
u2

2

)

du 2)

= σ
[

−
1

√
2π

exp
(

−
u2

2

)]

∞

−∞

+ µ · 1 = σ · 0 + µ = µ

VarX =

∫

∞

−∞

(x− µ)2
1

√
2πσ

exp
(

−
(x− µ)2

2σ2

)

dx,
u = x−µ

σ
, x = σu+ µ

du = 1
σ
dx

=

∫

∞

−∞

(σu)2
1

√
2πσ

exp
(

−
u2

2

)

du

= σ2

∫

∞

−∞

u · u
1

√
2πσ

exp
(

−
u2

2

)

du

= σ2

(

[

u
(

−
1

√
2π

exp
(

−
u2

2

))]

∞

−∞

+

∫

∞

−∞

1
√
2π

exp
(

−
u2

2

)

du

)

= σ2(0 + 1) = σ2

2) 1√
2π

exp
(

−
u
2

2

)

er tæthedsfunktion for U ∼ N(0, 1).
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Note til sandsynlighedsregning

Lognormalfordelingen, X ∼ LN(α, β), hvor lnX ∼ N(µ, σ2)

α og β st̊ar for hhv. middelværdi og varians i lognormalfordelingen.

Middelværdi og varians:

Bemærk, at u = lnx ⇔ x = eu.

EX =

∫

∞

−∞

eu
1

√
2πσ

exp
(

−
(u− µ)2

2σ2

)

du

=

∫

∞

−∞

1
√
2πσ

exp
(

−
u2 − (2µ+ 2σ2)u+ µ2

2σ2

)

du

= exp
(2µσ2 + σ4

2σ2

)

∫

∞

−∞

1
√
2πσ

exp
(

−
(u− (µ+ σ2))2

2σ2

)

du

= exp
(

µ+
σ2

2

)

· 1 = eµ+
σ
2

2 , alts̊a α = eµ+
σ
2

2

E[X2] =

∫

∞

−∞

e2u
1

√
2πσ

exp
(

−
(u− µ)2

2σ2

)

du

=

∫

∞

−∞

1
√
2πσ

exp
(

−
u2 − 2(µ+ 2σ2)u+ µ2

2σ2

)

du

= exp
(4µσ2 + 4σ4

2σ2

)

∫

∞

−∞

1
√
2πσ

exp
(

−
(u− (µ+ 2σ2))2

2σ2

)

du

= exp
(

2µ+ 2σ2
)

· 1 = e2µ+2σ2

VarX = e2µ+2σ2
−
(

eµ+
σ
2

2

)2
= e2µ+σ2

eσ
2
− e2µ+σ2

= e2µ+σ2
(eσ

2
− 1), alts̊a β = e2µ+σ2

(eσ
2
− 1)

Gammafunktionen, Γ(x) =

∫

∞

0

tx−1e−t dt, 0 < x < ∞

Funktionalligning:

Γ(x) =
[

tx−1(−e−t)
]

∞

t=0
+

∫

∞

0
(x− 1)tx−2e−t dt = 0 + (x− 1)

∫

∞

0
t(x−1)−1e−t dt

= (x− 1) Γ(x− 1) ⇒ Γ(x+ 1) = xΓ(x), 0 < x < ∞

Specielt gælder:

Γ(n) = (n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1 = (n− 1)! , n ∈ N

Γ
(1

2

)

=

∫

∞

0
t−

1
2 e−t dt,

t = u2

2

dt = u du

=

∫

∞

0

√
2

u
exp

(

−
u2

2

)

u du =
√
π 2

∫

∞

0

1
√
2π

exp
(

−
u2

2

)

du =
√
π
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Note til sandsynlighedsregning

Γ
(

n+
1

2

)

=
(

n+
1

2
− 1

)

Γ
(

n+
1

2
− 1

)

=
(

n−
1

2

)

Γ
(

n−
1

2

)

= · · ·

=
(

n−
1

2

)(

n−
3

2

)

· · ·
3

2

1

2
Γ
(1

2

)

=
1

2n
(2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1

√
π

=
1

2n
(2n)!

2n n!

√
π =

(2n)!

4n n!

√
π, n ∈ N

Gammafordelingen, X ∼ Γ(α, λ)

Tæthedsfunktion:

f(x) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λx, 0 ≤ x < ∞

Kontrol:
∫

∞

0

λα

Γ(α)
xα−1e−λx dx =

1

Γ(α)

∫

∞

0
(λx)α−1e−(λx) d(λx) =

1

Γ(α)
Γ(α) = 1

Middelværdi og varians:

EX =

∫

∞

0
x

λα

Γ(α)
xα−1e−λx dx =

α

λ

∫

∞

0

λα+1

Γ(α+ 1)
x(α+1)−1e−λx dx =

α

λ
· 1 =

α

λ

E[X2] =

∫

∞

0
x2

λα

Γ(α)
xα−1e−λx dx =

α(α+ 1)

λ2

∫

∞

0

λα+2

Γ(α+ 2)
x(α+2)−1e−λx dx

=
α2 + α

λ2
· 1 =

α2 + α

λ2

VarX =
α2 + α

λ2
−
(α

λ

)2
=

α

λ2

Tæthedsfunktion og fordelingsfunktion, n̊ar α er heltallig (α := n):

f(x) =
λn

(n− 1)!
xn−1e−λx, 0 ≤ x < ∞

F (x) =

∫ x

0

λn

(n− 1)!
tn−1e−λt dt

=
[ λn

(n− 1)!
tn−1

(

−
1

λ
e−λt

)

]x

0
+

∫ x

0

λn

(n− 1)!
(n− 1)tn−2 1

λ
e−λt dt

= −
λn−1

(n− 1)!
xn−1e−λx +

∫ x

0

λn−1

(n− 2)!
tn−2e−λt dt

...

= −
( n
∑

k=1

λk−1

(k − 1)!
xk−1

)

e−λx +

∫ x

0
λe−λt dt = −

(n−1
∑

k=0

λk

k!
xk

)

e−λx + 1

= 1− e−λx

n−1
∑

k=0

λkxk

k!
, 0 ≤ x < ∞
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Note til sandsynlighedsregning

Cauchyfordelingen eller t-fordelingen med 1 frihedsgrad

Tæthedsfunktion:

f(x) =
1

π(1 + x2)
, −∞ < x < ∞

Kontrol:
∫

∞

−∞

1

π(1 + x2)
dx =

1

π

[

arctanx
]

∞

−∞
=

1

π

(π

2
+

π

2

)

= 1

Middelværdi og varians er ikke definerede, idet

∫

∞

−∞

x
1

π(1 + x2)
dx =

1

2π

∫

∞

−∞

1

1 + x2
d(1 + x2) =

1

2π

[

ln(1 + x2)
]

∞

−∞

er divergent.

Weibullfordelingen, X ∼ W (α, λ)

Tæthedsfunktion:
f(x) = λαxα−1e−λxα

, 0 ≤ x < ∞

Kontrol:

∫

∞

0
λαxα−1e−λxα

dx,
u = xα

du = αxα−1 dx

=

∫

∞

0
λ e−λu du = 1

Middelværdi og varians:

EX =

∫

∞

0
xλαxα−1e−λxα

dx,
u = λxα, x =

(

u
λ

)
1
α

du = λαxα−1 dx

=

∫

∞

0

(u

λ

)
1
α

e−u du

=
( 1

λ

)
1
α

∫

∞

0
u(1+

1
α
)−1e−u du

=
( 1

λ

)
1
α

Γ
(

1 +
1

α

)

E[X2] =

∫

∞

0
x2λαxα−1e−λxα

dx,
u = λxα, x =

(

u
λ

)
1
α

du = λαxα−1 dx

=

∫

∞

0

(u

λ

)
2
α

e−u du

=
( 1

λ

)
2
α

∫

∞

0
u(1+

2
α
)−1e−u du

=
( 1

λ

)
2
α

Γ
(

1 +
2

α

)
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Note til sandsynlighedsregning

VarX =
( 1

λ

)
2
α

Γ
(

1 +
2

α

)

−
(

( 1

λ

)
1
α

Γ
(

1 +
1

α

)

)2

=
( 1

λ

)
2
α

(

Γ
(

1 +
2

α

)

−
(

Γ
(

1 +
1

α

))2
)
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