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1 En simpel lineser normal model

1.1 Modelbestemmelse

Lad i, ...,y, veere observationer i en normalfordelt population med middelveerdi
1 og varians o2. Observationerne er realisationer af stokastiske variable

Y; ~N(p,0%), i=1,...,n, uafhaengige.

Vi kan samle observationerne i en n-dimensional vektor y = (y1,...,y,) € R"™
Tilsvarende for middelveerdierne, dvs. = p(1,...,1) = pl. Det ses, at p € L =
sp{1}, og at L er et underrum af R".

Modellen har to parametre, 1 og 02, som skal estimeres. Parameterrummet er Rx R

Modellen kaldes linezer, idet et vektorrum ogsa betegnes som et linezert rum.

1.2 Mindste kvadraters estimat

Lad fi betegne den ortogonale projektion af y pa L, dvs. it = Py = ﬁl =91,
hvor P er projektionsmatrix for ortogonalprojektionen pa L. Ortogonalprojektio-
nen pa et underrum er en lineser transformation og kan derfor repraesenteres ved en
matrix P. Her bliver P = %11T, jf. opgave 1.

Figur 1: Ortogonalprojektion pa underrummet sp {1}.

Ved mindste kvadraters estimat forstas det valg af den/de ukendte parameter/-tre,
som minimerer kvadratsummen af afstandene mellem de observerede veerdier og de
tilsvarende estimerede. Her er det altsa stgrrelsen, ||y — p||? som skal minimeres.

Den ovenfor indfgrte vektor fi ses let at vaere MK-estimatet for u, idet der geelder
ly —pl?* > lly — pf)* forallepe L,
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og

ly —pl* =lly - al* & p=p,
jf. opgave 2. y er altsa MK-estimat for p. Vi skriver i = .
Bemeerk, at Y ~ N(p, %2)

1.3 Residualer

Forskellen mellem en observeret veerdi og den tilsvarende estimerede vaerdi kaldes
residualet:

=YY=y =y -y, t=1...,n.
Bemeerk, at bade y og y; —y er linearkombinationer af y;’erne. Med resultater fra af-

snit 3.3 gaelder derfor, at de stokastiske variable Y og Y; —Y begge er normalfordelte.
Endvidere at de er uafhaengige, idet

Cov (Y,Y;-Y) = Cov (121/]-,1g>—cov(?,?)

" J

1 _
- EZCOV(Y}, ;) — Var (V)

J

1 o?
= —(Var(V; —1)0) — —

L var () + (0 - )0) -

2 2
-2 _Z 9.

non

Bestemmelse af Var (R;) = Var (Y; — Y):

Vi=(Y;-Y)+Y = Var(Y;) = Var (¥; = Y) + Var (V)

0.2

& 02:Var(}/;—§7)+g

o var(m_y):a2(1_l) |

n

Idet bestemmelsen af E [R;] er triviel, geelder der abenbart for residualet som sto-

kastisk variabel, at
2 1 ~
Ri~N|{0,0°(1—— , 1=1,....n.
n

Bemaerk, at de enkelte residualer er athaengige, idet der geelder, at
1
COV(Ri,Rj) :——0'2 s Z?é] s
n

jf. opgave 3.



1.4 Residualkvadratsummen

For residualkvadratsummen geelder, at
D= w9 => (-’ —n(y—p)’ Zy —ng’
jf. opgave 4.

Betragter vi de tilsvarende stokastiske variable, ser vi, at

EN -V = Y EYi—p —nB[Y -]
= no?— n%z , jf. definitionen af varians
= (n—1)0?
Der geelder abenbart, at stgrrelsen —— Z (yi ’) er et centralt estimat for o2

Stgrrelsen betegnes normalt s2.
Som stokastisk variabel er S? uafheengig af Y. Dette resultat vises sidst i afsnit 3.3.
Med henblik pa at bestemme fordelingen af S? betragter vi igen

DVi=Y) = (i) (Y = )

i

-T2 - proere ()

i Vn

De to led pa hgjresiden er uatheengige, da Y og S? er uatheengige. Endvidere har

Y] = RN (Y;M>2~X2(1),

i

vi, at

jf. definition af y2-fordelingen, se afsnit 1.13.

For de momentfrembringende funktioner! geelder derfor, at

Mzi (Yi—ﬂ)z(t) - Ma—lz Zi(Yi—YMt)M(Y_#)?(t)
& (1-20)72 =M1 sy yp()(1—2t)"2
_n—1
= ]\4'0712 Z(Y'L_Y)Q (t) = (1 — Qt) 2

i (Y=Y~ xP(n—1).

!Den momentfrembringende funktion for en stokastisk variabel Y defineres som My (t) = EeY
hvor ¢ er en reel variabel. Bemaerk, at E [Yj } = My )(O). For uatheengige stokastiske variable X
og Y ses, at Mx4y(t) = Mx(t)My(t). Vedrgrende entydighed: Nar to stokastiske variable har
samme momentfrembringende funktion, har de ogsa samme sandsynlighedsfordeling.
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Bemeerk, at 5 >, (V; = V)2 = ("_012)52, hvorefter vi har, at

A p— X 0-2
=y, YNN(/’L7_)7
n
9 1
=Y —1Y, 1=1, 1, Ri~N(0,0l1—— , 1=1, ,N
n
COV (RZ,R]) = ——02 s Z#] s
1 o?
2 _\2 2 2
= i ) ~ _]"
s n_1§(y 0)) 5%~ X (n=1)

Y og S? uatheengige.

1.6 Maksimum likelihood estimation

Likelihoodfunktionen for (u,0?) er defineret ved
L(p, 0% g1, yn) = fy (- s p1,0%),

hvor fy er den simultane teethedsfunktion for Yi,...,Y,, dvs.

1
L(no®) =] — ¢

2
_ (yi—m)
202

_ (27“72)—%6—2(%2 i (yi—n)?

_ (2#02)_36_20%"?4_“1“2,
og dermed loglikelihoodfunktionen
n 1
l(n,0%) = —§1H(27T02) - Tﬂﬂy — p1%.

Den veerdi i parameterrummet, som giver den stgrste veerdi af likelihoodfunktionen,
opfattes som den, der bedst understottes af de foreliggende observationer.
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Bemaerk, at L og [ har supremum for samme veerdi af (u,0?), idet In er er en
monoton funktion.

Det ses umiddelbart, at

Vo? > 0: supl(u,o?) = l(f1,07),
HER

hvor i = 3, jf. afsnit 1.2.

Funktionen [(0?) = I(f1,0?) kaldes profilloglikelihoodfunktionen for . Udtrykket

for [ bliver )
I(0?) = —g In27m — glna2 — @Hy — g1

Ved differentiation fas

. 1 _
l,(O-Q) = _T‘_Q + 2(02)2 ||y - y1||27

hvoraf .
I'(6®)=0 for o%==|y—qy1|>
n

At det er et maksimumspunkt, vi har bestemt, ses af

. 1 n no? n
I"(o? S — 71| =————=——--—<0.
s =27~ ¥ N T 5 T (2 T 2oy

Den maksimale veerdi af likelihoodfunktionen bliver

~ n 7% AQ ~ n
L(f1,6%) = (2m02)72 € 227 = (2mec?)™ 2.
Det ses, at MK- og ML-estimaterne for x4 er sammenfaldende. Som estimat for o2
benytter vi normalt ikke o2, men i stedet for det s? vi bestemte i forbindelse med
MK-estimationen, bl.a. for at opna et centralt estimat. For sammenhaengen mellem
s

02 og s* geelder, at s* = 02,

1.7 Sufficient reduktion
Idet
Py, yns 1, 0%) = (2m0%) "% €777 Dalva)

(2#02)’% o~ 3,2 (X v:° = 2npug+np?)



ses ved benyttelse af Neymans kriterium?, at (7, Y., 4?) er en sufficient stikprgve-
funktion for (u,0?), subsidieert kan benyttes (3, vi, >, y7) eller (g, s?) eller andre
varianter.

1.8 Modelkontrol

At observationerne stammer fra en normalfordelt population, kan eftervises grafisk
ved et sakaldt normalfraktildiagram.

Lad yq), - .., ym) betegne observationerne ordnet efter storrelse.

Den kumulerede relative frekvens svarende til den 7’te observation efter stgrrelse er

Lad F,(y) betegne den empiriske fordelingsfunktion, dvs.
1
Faly) =—> Ly <v)

hvor I; er indikatorvariabel for heendelsen y(;y < y. For ethvert fastholdt y ma der
geelde, at nF,(y) ~ b(n,p), hvor p = P(Y; < y) = F(y); F er fordelingsfunktion
for observationerne. Store tals lov viser, at F,(y) — F(y) for n — oo. For at fa en
hurtigere konvergens modificeres f; ofte ved benyttelse af en konstant a til

t1—a
i=—, 0<a<1, =1,...,n,
J n+1-—2a == ! "
hvor de mest almindelige valg af a er %, nar n < 10, og %, nar n > 10.

Nar observationerne er normalfordelte, ma der geelde, at

fmp(u) i=1..n.
g

som er aekvivalent med

Y(f,) ~ y‘”g‘” Ci=1,....n.

Seetter vi ®71(f;) = w;, i = 1,...,n, skal punkterne (yq),w;), i = 1,...,n, tilnaer-
melsesvis ligge pa en ret linie med haeldningskoefficient % Linien afskeerer stykket
£ pa u-aksen.

2Betragt en model med parameter 6 (6 kan veere flerdimensional). Neymans kriterium siger, at
stikprgvefunktionen ¢(y1, ..., y,) er sufficient for 6, nar og kun nar den simultane taethedsfunktion
for Yi,...,Y, kan faktoriseres som

f(ylv"'ayn;o) = h(yh"-ayn)g(t(yla---ayn);e)'

Bemeerk, at h ikke atheenger af 6, og at g kun atheenger af 6 gennem t(y1,...,Yn)-
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Pa det sakaldte sandsynlighedspapir svarer inddelingen pa den ene akse til trans-
formationen ®!, saledes at f;’erne kan afseettes direkte.

Normalfraktildiagrammet kan benyttes til grafisk estimation af p svarende til u = 0,
og o fx som halvdelen af afstanden mellem y svarende til v = 2 og det estimerede

L.

1.9 Konfidensintervaller

I tilknytning til et parameterestimat er det ofte gnskeligt at kunne angive et skgn
over, hvor preecist det pageeldende estimat er, eller sagt pa en anden made, hvor
stor tiltro vi ter have til den beregnede veerdi. Her kommer de sakaldte konfidens-
intervaller ind i billedet.

Lad os ga direkte i gang med at konstruere et konfidensinterval for parameteren p
i vores model.

Som vi har benyttet flere gange i det foregaende, geelder der, at Y ~ N(p, %2) og

W;—QSZ ~ x%(n —1), Y og S? uatheengige, og dermed at

Y —p
Y — NG
Su: o Nt(n_l)a
vn (”—012)52
n—1

jf. definition af t-fordelingen, se afsnit 1.14.

Det folgende sandsynlighedsudsagn ma derfor veere sandt:

=

P<—t1—‘;(n_1) < ;M Stl—g(”_1)> =l-a,
Vi

hvor ¢;_a (n—1) betegner (1— §)-fraktilen * i t-fordelingen med n —1 frihedsgrader.

Sandsynlighedsudsagnet kan omformes til

_ S
— << <Y _a —1)—1]=1- .
EES RS ) o

vn
Erstatter vi de stokastiske variable Y og S? med deres realiserede veerdier 7 og s,
far vi et udsagn, som er sandt eller falsk:

_ S _ S
y—tia(n— 1)% <p<yt+tie(n—1)—=.
3Ved p-fraktilen i en kontinuert fordeling med fordelingsfunktion F(z) forstas F~1(p), 0 < p <
1. p-fraktilen skrives ofte z,, altsa x, = F~!(p).
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Vi er ude af stand til at afggre sandhedsveaerdien af udsagnet, men vi kan veelge
at have en grad af tiltro til udsagnet svarende til den sandsynlighed, vi benytte-
de i det bagved liggende sandsynlighedsudsagn. Vi siger, at vi har konstrueret et
konfidensinterval for parameteren p med konfidensgrad 1 — a.

Konfidensintervallet for p skrives ofte pa en lidt upraecis, men praktisk form:

S

NG

—1)52

Betragter vi igen den stokastiske variabel (n —— ~ x%(n—1), kan vi ogsa konstruere

et konfidensinterval for o2, idet

(n—1)52

P(X%(n—l)g 5 S)&;(ﬂ—l))zl—a,

g

som omformes til

(n—1)5? 2 (n—1)5? g
P<xign—mfg Sxyn—m> e

Konfidensintervallet for parameteren o2 med konfidensgrad 1 — « bliver da

(n—1)s® <2< (n—1)s* ‘
E -1 =7 S 2w

1.10 Hypotesetest

Et almindeligt udgangspunkt for at konstruere et test er at benytte den sakaldte
kvotientteststorrelse, som har likelihoodfunktionens maksimale stgrrelse i nsevneren
og likelihoodfunktionens maksimale stgrrelse under nulhypotesen i teelleren. Store
veerdier af kvotientteststgrrelsen understgtter derfor nulhypotesen, mens sma veer-
dier er kritiske for denne.

Her vil vi ved anvendelse af principperne for kvotienttest udvikle det sakaldte t-
test for hypotesen Hy : pu = po. Som alternativ hypotese er der tre forskellige
muligheder Hy @ p < po, Hy : o # po eller Hy @ p > pg. Testet med det forste
eller det sidste alternativ kaldes ensidet, henholdsvis nedad eller opad, mens det
midterste alternativ svarer til et tosidet test.

For at kunne udlede kvotienttestet for Hy : u = g ma vi fgrst estimere i den modifi-
cerede model. Det er kun parameteren o2, der skal estimeres. Maksimum likelihood

estimation forer umiddelbart til resultatet o2 = L5 (yi — 110)? og likelihoodfunk-

tionens maksimale veerdi bliver L(ah) = (27rec;2)’%, jf. opgave 8.
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Kvotientteststgrrelsen opstilles:

~ ~
~

|3

_ L(e?) _ (271'6(;2)_% _ f _ 1S (= §)? n
qWi, - Yn) = L(f, AQ) (271'6(;2)—% <(;2> (% S (i — M0)2)
2

( ZZ (yi - Q)Q ) 2 1

iy — 9)? +n(y — po)? n(y — pho)?
>y —y)?

Storrelsen (n — 1)”(‘177—“0)2 er en aftagende transformation af ¢, sa store veerdier af

> (yi—1)?
denne stgrrelse er kritiske for Hj.

1+

Bemeerk, at

Y—to ’
) e’ | E
" 1)Zi(yi —y)? (n=1) (n—1)s? e (tobs)”
(n—1)

hvor t., er realiseret veerdi af en t-fordelt variabel med n — 1 frihedsgrader.

Bemeerk endvidere, at (typs)% = fobs, hvor fops er en realiseret veerdi af en F-fordelt
variabel med 1 tellerfrihedsgrad og n — 1 naevnerfrihedsgrader, jf. definition af F-
fordelingen, se afsnit 1.15. Vi kan altsa veelge mellem at udfgre et t-test eller et
F-test. Vi vaclger normalt t-testet af hensyn til simplere beregninger af testsandsyn-
ligheden ved ensidet test.

Testsandsynligheden svarende til de tre forskellige alternativer seettes til

P(T < tups) nedad ensidet test,
2P(T > |tops|) tosidet test,
P(T > tops) opad ensidet test,

hvor T' ~ t(n — 1) under Hy.

Det er ogsa muligt, at konstruere et test for hypotesen Hy : 02 = o2. Her er

der igen tre muligheder for alternativ hypotese H;. I den modificerede model un-
der Hy er det kun y, der skal estimeres. ML-estimatet bliver i = Y _.(y; — §)* og

o2

L(it) = (2me803)~%, if. opgave 11.

For kvotientteststgrrelsen far vi




Det ses, at ’%2 er en aftagende transformation af ¢ for g—i > 1, voksende for g—z < 1.
0 0 0

ng? _ (n=1)s> _ 2 2 : ; 2
Bemeerk %5 = “——— = x3,, hvor xg,, er en realiseret veerdi af en y“-fordelt

variabel med n — 1 frihedsgrader.

Testsandsynligheden saettes til

P(X? < x2%) nedad ensidet,
2min {P(X? < x3,,), P(X? > x%,)} tosidet,
P(X? > x2,) opad ensidet,

hvor X2 ~ x%(n — 1) under H,.

1.11 Signifikanstest

Ofte veelger man pa forhand at fastlegge et kritisk omrade (forkastelsesomrade)
og dermed ogsa et acceptomrade for veerdien af den betragtede teststgrrelse. Der
fastseettes et sdkaldt signifikansniveau o, og ud fra dette bestemmes den/de kritiske
veerdi(er) som passende fraktiler i teststorrelsens fordeling under Hy. For fx et t-test
bliver det kritiske omrade bestemt som

—00 <t < t, nedad ensidet test,
—00 <t < —tj_s ogti_g <t <oo tosidet test,
tieg <t <00 opad ensidet test.

Kommer ¢, til at ligge i det kritiske omrade, ma vi forkaste Hy, og vi siger, at der
er signifikans pa niveau «. Mere udferligt opfatter vi den fremkomne veerdi af ¢
som signifikant afvigende i forhold til det, vi med det givne signifikansniveau matte
forvente under H,.

Kritiske omrader for y?*-testet:

0<x><x2 nedad ensidet,
0<x?< XQ% og Xi% < x? < oo tosidet,

X%_a <X’ < oo opad ensidet.

1.12 Fejlslutninger ved hypotesetest

Bemeerk, at der er mulighed for to forskellige typer fejlslutning ved test af hypotesen
Hy : 0 =0, se skema:

14



Hy accepteres | H forkastes
Hj sand | Korrekt Fejl af type I
Hj falsk | Fejl af type II | Korrekt

Ved et signifikanstest er sandsynligheden for at bega en fejl af type I lig med det
valgte signifikansniveau.

Testets evne til at forkaste en falsk hypotese vil normalt veere en funktion af den
parameter, testet handler om. Denne funktion betegnes testets styrkefunktion. Hvis
B(0) betegner sandsynligheden for at begé en fejl af type II, kan styrkefunktionen
udtrykkes som v(f) = 1 — (3(f). En styrkefunktion vil altid g& gennem punktet
(0o, ), hvor « er signifikansniveauet.

y(6) |

\
! 0
0,

Figur 2: Illustration af styrkefunktionen for testet Hy : 0 = 6y, Hy : 0 # 0y

Hvis vi stiller krav om, at testets styrke mindst skal veere pa veaerdien ~ svarende til
at givet 0, altsa v(0) > v, kan dette normalt opfyldes ved en passende forggelse af
antallet af observationer.

1.13 y2%-fordelinger

Med U; ~ N(0,1), i =1,...,k og Uy, ..., Uy uathengige, siger vi, at
V:U12+...—|—Uk2

er x?-fordelt med k frihedsgrader, og vi skriver V' ~ x?(k).

V' antager kun positive veerdier. De almindeligt benyttede fraktilveerdier er tabel-
lagte, se fx Erlang S, der angiver 16 fraktilveerdier for alle y2-fordelinger med fri-
hedsgrader fra 1 til 100.

Fraktilveerdier kan ogsa bestemmes i R eller andre statistikpakker.

15



For V ~ x?*(k) geelder

IS

EV]=Fk, Var(V)=2k, My(t)=(1—2t)%, t<

1.14 t-fordelinger
Med U ~ N(0,1) og V ~ x*(k), U og V uafheengige, siger vi, at

T —

Tl

er t-fordelt med k frihedsgrader, og vi skriver 7" ~ t(k).
t-fordelingens teethedsfunktion er symmetrisk om ¢ = 0.

For k — oo konvergerer T'i fordeling mod U. ¢(1) er identisk med Cauchy-fordelingen
med 6 = 0.

Udvalgte fraktiler i de almindeligt benyttede t-fordelinger er tabellagte.

1.15 F-fordelinger
Med V ~ x%(k) og W ~ x?(m), V og W uafhaengige, siger vi, at

mV

F=+=—
EW

SIS

er F-fordelt med k teellerfrihedsgrader og m nesevnerfrihedsgrader, og vi skriver
F ~ F(k,m).

F-fordelte variable antager kun positive veerdier.

For m — oo konvergerer F' i fordeling mod V. Med T ~ #(k) gelder, at T2 ~
F(1,k).

Ogsa for de almindeligt benyttede F-fordelinger er udvalgte fraktiler tabellagte, dog
kun for p > % Fraktilveerdier for p < % kan, som det vises nedenfor, fas af

fo(k,m) = m :

I henhold til definitionen pa F-fordeling har vi umiddelbart, at % ~ F(m, k), hvilket
udnyttes i fglgende regninger, hvor F' benyttes som betegnelse for bade fordelings-

16



funktion og for den omhandlede stokastiske variabel:

p = Fp(fy(k,m)) = P(F < f,(k,m)) = P (% & —fp(kl m>)

o %mzp<%<ﬁéEQ:F}Gw%E)
1

fo(k,m) ‘

~ fl—p(m’ k) =

1.16 Opgaver

1.

2.

10.

11.

12.

Udled, at P = %llT. Vink: Omskriv udtrykket y1 til Py.
Eftervis, at ||y — p||* > |ly — i1]|* med lighedstegn, nir og kun nér pu = f.
Vink: ly —pl® =lly -+ p—pl?=...

Eftervis, at Cov (R;, R;) = —%02, i # 7. Vink: Udnyt, at kovariansoperato-
ren er bilineger.

Eftervis, at >_.(yi — )% = 2. (yi — p)? —n(y — p)? = >, y2 — ny*.

Vis, at >, r2 =y (I — P)y, hvor P = % 117, Seet dernsest w = y — p, og
vis, at der ogsa geelder, at >_. 7> =u' (I — P)u.

Generer nogle forskellige normalfordelte datasset, og optegn i hvert tilfaelde et
normalfraktildiagram.

Hvor stor er chancen i procent for, at et givet konfidensinterval omslutter den
sande parameterveerdi?

Bestem ML-estimatet for 02 i modellen Y; ~ N(u,02),i=1,... ,n, hvor u er
kendt. Angiv endvidere likelihoodfunktionens maksimale veerdi.

Vis, at T ~ t(m) = T? ~ F(1,m).

Vis, at {po | Ho : p = po accepteres} ved tosidet signifikanstest pa niveau «
netop udggres af konfidensintervallet for ;. med konfidensgrad 1 — a.

Bestem ML-estimatet for 4 i modellen Y; ~ N(u,0%),i=1,..., n, hvor 0% er
kendt. Angiv endvidere likelihoodfunktionens maksimale veerdi.

Konstruer et konfidensinterval for parameteren p i modellen i opgave 11.

Vink: Y24 ~ N(0,1).

S
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13. Ved test af Hy : = pip i modellen i opgave 11 benyttes testvariablen Y_u

N(0,1) under Hy.

Y

E

Opstil for alternativet Hy : pu > o et udtryk for styrkefunktionen ~(u).

Facit:  ~y(u) = <“T,“° — ul,a>, hvor uj_, er (1 — «)-fraktilen i den

n

standardiserede normalfordeling.

Vis, at et krav om at y(u) > «y, hvor 7 er en given veerdi, forer til folgende
betingelse om antallet af observationer:

(U0 —u1_4)0 ?
n > 7
H = Ho

14. Bestem middelvaerdi og varians af V' ~ x?(k) samt V’s momentfrembringende

funktion.

2 Simpel lineser regression

2.1 Modelbestemmelse

Lad (z1,v1),- .-, (Zn, yn) veere n st af observationer, dog saledes at x;’erne er givne
(valgte) konstanter, hvorimod y;’erne er realiserede veerdier af normalfordelte stoka-
stiske variable med en middelveerdi, der afheenger linesert af x;, og med ens varians,
dvs.

Y; ~ N(a+ pzg,0?), i=1,...,n uafhengige.

Med p = (p1,...,n), hvor p; = a + fz;, med 1 = (1,...,1) og med & =
(x1,...,2,) ser vi, at p € L C R", hvor L = sp{1,x}. L er altsa et todimen-
sionalt underrum af R"™.

Modellen har tre parametre, o, 8 og o2, som skal estimeres.

En reparametrisering af modellen fas ved at satte
a+ fr;=a+ 0+ B(x; — %) = g + [t; .

Her er det oy, 3 og o2, der skal estimeres.

2.2 Mindste kvadraters estimater

Stgrrelsen, som skal minimeres, far her fglgende udseende:

ly = pl? =" (g — (a+ B2))* = (5 — a — Ba;)?

7 %
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Formen er altsa en funktion af de to reelle variable, a og 3. Med benyttelse af den
sedvanlige metode fra calculus til bestemmelse af lokale ekstrema far vi minimum
for

a=y—pT og B:m7

eller 1 den omformede model

Det er almindeligt at indfgre forkortede betegnelser for bl.a. teeller og naevner i B,
men der er langt fra enighed om hvilke. For naevneren benyttes fx S,., SS,, SSD,,
ssd,, SAK, m.Al. Her vil der blive benyttet fglgende betegnelser:

%

i

Syy = Z(yi_y)2~

Bemeerk, at > zi(yi —9) = >, (2 — Z)y; = >, (x; — Z)(y; — y). Denne og tilsva-
rende identiteter eftervises i opgave 2.

Med de forkortede betegnelser har vi

SOD

@
I

a=1y—pB7 og

&2
s

subsidisert
Sy

S.TCE .

Bade & og 3 ses at veere linearkombinationer af y;’erne og er derfor som stokastiske

0=Y og 3=

=N

variable normalfordelte, jf. afsnit 3.3.

For middelvaerdierne far vi:

A E [Suy (x; — 2)EY; (z; — 7)(« x;

B3] = [Sm]:zx Sm) Y] _ 3 S)( + fai)
_ aZi(%—fHﬁZi(xi—f)xi:0+ﬁsm:ﬁ

Smx Sxm ’



Qa og B er altsa centrale estimater for hhv. o og .

Fgr vi bestemmer varianserne, vil vi vise, at Y og 3 er ukorrelerede og dermed
uafheengige, da de begge er normalfordelte (jf. afsnit 3.3):

Cov (Y,B) = Cov (% ZYi, SL Z(x] — f)Y})

J

= Y - D) Cov ()
(N

o? _
= 3 Z(:L‘i—l'):().

Varianserne bliver

A Var (Spy) Y@ —z)?*Var(V;) 025, o2
Varlf) = —g 2= Sus? T S Sw
- . o2 o2
Var(4) = Var(Y) + (Var (5 )32 = 4 032

~ ~

Cov (a,6) = cov(f/—ﬁgz,ﬁ):0—:5\/&1«(6):—””.

I den omformede model far vi
2

R 0'2 ~ g
OCONN<0507?) 0og 6NN<575_

Trx

) uafthaengige.

2.3 Residualer og residualkvadratsum

Modellens residualer er
ri o= yi— i =y — (a+ Br;) =y — (§ — BT + P;)
= yl—g—ﬁA(.f@—f), ?::1,...,71,

dvs. linearkombinationer af y;’erne og dermed som stokastiske variable normalfor-
delte. Der geelder, at

B[R] = EY)-E[Y]-E 3] -2)



Endvidere, at

jf. opgave 5.

Var (R;) = Var (YZ- — 17) — 2Cov (Yi — Y,B(x )) + Var (B( — E))

le‘ Sﬁ?1

De enkelte residualer er korrelerede, der gaelder, at

Cov (R, R;) = —o? (1+($i_x)(%_m)> i

n Sez

jf. opgave 6.

Residualkvadratsummen kan udtrykkes som

Yorto= D 9= (-~ P

7 [ %

= Y (i~ 5 Bz — 7))
= 3w 9?20 (@ - Dy —9) + (i -
Syy — 235@ + B2Sm )

Ved benyttelse af B = gzy kan vi opna tre varianter af residualkvadratsummen:

. 2
ZT? = Syy — BQSm = Syy — Bsxy = S:JcacSy; Sy :

Med residualkvadratsummen som stokastisk variabel far vi

E> R

Efter en hel del regninger fremkommer

B2 =

= E[Syy] = E [#*] Ses -

n—2

jf. opgave 7.
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Vi har altsé, at —5 > 77 er et centralt estimat for 0. Denne storrelse betegnes
normalt s%.

Det kan vises?, at

0.2

S% ~ x*(n —2) uafhengig af (&, f) .

n—2

S? er ogsa uathaengig af (d, B), og da ay og 3 er uafheengige, geelder fglgelig at ay,

~

B3 og S? er nafheengige. Heraf endvidere, at & og S? er uafheengige.
Middelveerdi og varians af S%:

2

E[s?] = na_ 5 (n—2)=0> (regnekontrol),
4 4
N o oy 20
Var (5%) = =22 2(n —2) -

2.4 Determinationskoefficienten 2

Bemeerk, at
Z@ —y)? = Z(@ + Ba; — §)* = Z(y — BT + Ba; — )

= Z(B(xz - f))Q = BQSZ‘J) = B’Sxy —

7

N
¥

zy

og betragt
2 Zz(yA’L - g)Q _ Sxy2
Syy SaaSyy

Vi kan tolke 72 som den brgkdel af variationen i y-veerdierne, som regressionsmo-

dellen kan forklare. Betegnelsen 72 er valgt, sa r svarer til den empiriske korrela-

tionskoefficient for z- og y-veerdierne, idet der abenbart geelder, at
_ Sxy _ (TL - 1)512,! o Smy
VvV Sa:a:\/Syy \/(n — 1)5352\/(% — 1)8y2 sty ’

hvor s, = \ /75 Su(wi — )2 4 5y = /25 Sy — 9)? o

Say = —= 2;(x; — Z)(y; — ) 1 overenstemmelse med sadvanlig notation.

r

Bemeaerk, at r = B‘:—z, jf. opgave 8.

4Vi vender tilbage til spgrgsmalet i opgave 11 i afsnit 4.12.
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2.5 Maksimum likelihood estimater

Likelihoodfunktionen bliver

1 (yj—o— 5*2)
Lapo?) = [[5=e

= (27m2)_% e_g(%z > (yi—a—pBz;)? ’

og dermed

n 1
l(Oé, 67 02) = _5 1H<27TO'2) - @ (yz - — ﬁxz)2

For vilkérligt o® > 0 antages den maksimale veerdi af I, nar Y ,(y; — a — Bx;)? er
mindst. Vi skal altsa foretage praecis det samme valg af a og 3, som MK-metoden
anviste. Endvidere ser vi, at profilloglikelihooden for o2,

io oy 1 2 1 A A \2
[(0%) = —§ln(27m ) — ﬁ;(yi — & — fx;)?,

har samme form som den tilsvarende funktion i den simple linesere model, dvs.
ML-estimatet bliver
SN

0g

L(&, 3,02) = (2mec?)% .

Vi benytter normalt ikke o2 men i stedet s som defineret i forbindelse med MK-
estimater. Sammenhsengen mellem s? og 02 er s* = 02

2.6 Sufficient reduktion

Idet

Z(yi —a—fr)’ = Z((Z/ﬁ — )+ — (a+ fz;))’

7 A

= Syy + 0 +na’ + 32>z, — 288, — 2nag — 207y + 2nafz

ses, at £x (¥, Syy, Szy) er sufficient for (a, 5, 0?).
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2.7 Modelkontrol

For at opna, at alle residualerne far samme varians, definerer vi de sakaldte stan-
dardiserede residualer

S; = , t=1,...,n,

hvorefter
S;~N(0,0%), i=1,...,n.

Der ses ofte bort fra atheengigheden mellem de enkelte S;’er. Kontrol for normalitet
kan da udfgres ved at optegne et normalfraktildiagram.
2.8 Konfidensintervaller

Ved at udnytte kendskabet til fordelingerne af &, I og 52 kan vi umiddelbart opstille
konfidensintervaller for parametrene o, 3 og o:

NSy
. s
ﬂ_ﬂitl—a(n_z) Sxm,
2(n —2)s? 52 < (721 —2)s? |
(-2 G-

hvor der til alle tre intervaller er benyttet konfidensgraden 1 — . Bemeerk, at sym-
bolet « traditionelt benyttes bade som betegnelse for en parameter og i forbindelse
med angivelse af konfidensgrad. Det burde ikke give anledning til misforstaelser.

Betragter vi u = o + fx, hvor x ikke ngdvendigvis falder i en af z;-veerdierne, kan
vi umiddelbart danne estimatet ji = & + Bz. i benaevnes ogsa .

i er et centralt estimat for p, idet E [3] = E[a] + E [B]:z: =a+ fxr = p.

Bemaerk, at ji = §— 37+ 0z = 5+ B(z — ) og dermed, at Var (i) = %2—!— 5; (x—1)?,
idet Y og B er uafhaengige.

Da fi som linearkombination af normalfordelte variable selv er normalfordelt, har vi

,1~N(a+ﬁx,02 <5+M)) .
n Sia

Konfidensintervallet for 4 med konfidensgrad 1 — a bliver derfor



Vi kan opfatte konfidensgraenserne for p som funktioner af x. Graferne kaldes for
konfidensbandet.

Vi vil ogsa bestemme de sakaldte preediktionsgreenser for en teenkt fremtidig obser-
vation y svarende til veerdien x af den forklarende variabel. Idet Y ~ N(a+ fx,0?)
er uafhaengig af tidligere observationer, ma der geelde

1 _ =)2
Y—[LNN(O,JQ (1+—+u)> .
n S
Benytter vi samme teknik som ved konstruktion af konfidensintervaller, far vi, at

Y —fi
Sy/1+ 1+ gt

IA

P —tia(n-2) <tiaen-2)|=1-a,

som omformes til

_ 7)2
P(ﬂ—tlg(n—Q)S\/le%—I—(l‘S—x) <Y <

)2
ﬂ+t1‘;(n—2)5\/1+1+(5—x)> =1—a.

Heraf fglger preediktionsintervallet for y med konfidensgrad 1 — «v :

. 1 x—T)?
y:yitl_g(n—Q)S\/l—i‘ﬁ—i-%.

Ogsa her kan vi bestemme et band ved at lade x variere. Bemeerk, at med samme
konfidensgrad er bredden her altid stgrre end ved konfidensintervallet for .

2.9 Test 1 modellen

Kendskabet til parameterestimaternes fordelinger ggr det muligt umiddelbart at
opstille hypotesetest om parametrene.

Dnsker vi fx at teste Hy : B = [y, Hy : B # (o, kan vi benytte testvariablen
B~ Bo
S
V SZ.’L‘

T =

~t(n—2) under Hy ,

og dermed udfgre et simpelt t-test. Bemeerk, at

n—2 Z TZ SmrSyy fcy
V S:ca: aca: n—2 .




Ofte testes Hy : 8 = 0 for at atklare om regressionsmodellen er relevant. I dette test

kan den observerede veerdi af testvariablen T' udtrykkes alene ved determinations-

koefficienten 72:

Szy
A Sy n — 2
- g 5., _ \/SeaSuy _ryn—2
obs = T 5 = 5. 5. 5.2 5.9 _g. 2 1— 2
m 1 TTPYY Ty zTFYY Ty T
" Suw n—2 S Syy

Hypoteser om o2 testes ved y2-test, jf. opgave 11.

2.10 Opgaver

1. Gennemfor udregningerne til bestemmelse af & og £3.

2. Eftervis fglgende identiteter:

2(9‘71 - f)Z = Z(% —Z)r; = fo —nz? = ng _ (Z;sz) :

Z(l’z — )y — ) = Z(-Tz —Z)y = Z-Tﬁz(yz — ) = Zfﬂz‘yi -
_ szyz Zz ZZ yz

3. Eftervis, at B bestemt i den ssedvanlige model og B bestemt i den reparame-
triserede model er identiske.

4. Vis, at (1,¢t), hvor t = & — z1, er en ortogonal basis for for L.

Udnyt dette til at vise, at [|f1]|2 = ng2 + 3%Ssq.

5. Eftervis, at Cov( -Y 3(331 — 97?)) = 02(?;@2'

6. Eftervis, at Cov (R;, R;) = ( - (x?#) i

7. EfteI'ViS, at B [Z,L R12:| = (n _ 2)0-2. Vink: Benyt Z@ Ri2 pé formen Syy _
328, 0g husk at Syy = 3,(Y; — V)2

1. metode: Seet Y; = a + Bx; + U, Uy ~ N(0,0?),

1= 1,...,n.
Husk regnereglen E [X?] = Var (X) + (E [X])2

2. metode:  Udregn (Y; — Y)2. Benyt regnereglen for E [X?] samt reg-
nereglen E [XY] = Cov (X,Y) + E[X]E[Y].

8. Eftervis, at r = Bi—i Vink: Tag udgangspunkt i 72 Sm Syy B
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9. Eftervis, at (¢, Sy, Szy) er sufficient for («, 3, 0?).

10. Angiv konfidensintervallet for parameteren i = « + 3z med konfidensgrad
1 — a (a benyttes her i to forskellige betydninger).

11. Opstil et signifikanstest for Hy : 0% = 042, H, : 02 > 0%, dvs. angiv testvari-
abel og dennes fordeling under Hy samt det tilhgrende kritiske omrade.

12. Betragt modellen
Y; ~ N(Bz;,0%), i=1,..., n uathengige.

Estimer parametre, bestem deres fordelinger, opstil konfidensintervaller og
test m.m.

3 Den flerdimensionale normalfordeling

3.1 Stokastiske vektorer

Ved en stokastisk vektor skal vi forsta en vektor, hvor de enkelte komponenter er
saedvanlige stokastiske variable.

For den stokastiske vektor Y = (Y;,...,Y,,) definerer vi middelveerdivektoren som

EY]=(EY],...,E[Y.]) .

[ sammenhang med matricer vil vi opfatte Y og E [Y] som sgjlevektorer.

Lad os betragte to stokastiske vektorer X = (X1,...,X;,) 0g Y = (Y1,...,Y,,). Alle
kovarianser mellem X'’s komponenter og Y'’s komponenter kan naturligt samles i
en m X n matrix, den sakaldte kovariansmatrix:

Cov(X,Y) = {Cov(X,,Y))}
= {E[(Xi —E[Xi)(Y; - E[Y;)]}

I det sidste udtryk skal vi ved middelveerdien af en matrix naturligvis forsta matricen
bestaende af alle elementernes middelveerdier.

Setter vi X = Y 1 Cov(X,Y), far vi den sakaldte variansmatrix for Y (ogsa
kaldet varians-kovariansmatrix, kovariansmatrix, dispersionsmatrix):

Var (Y) = Cov (Y,Y) = {Cov (Y;,Y;)} .
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Bemeerk, at Var (Y') har Var (Y;), ¢ = 1,...,n, i hoveddiagonalen. Bemaerk endvi-
dere, at Var (Y') er symmetrisk, da Cov (Y;,Y;) = Cov (Y}, Y;).

Eksempel: Ved simpel linezer regression fandt vi om residualerne, at

L 7)\2
R,-NN(O,UQ(1—1—M>),
n S

og at

1 (z;—7)(x; — )

Cov (R;, Rj) = —0o? (ﬁ + SMJ , 1 FE ]
Seetter vi L 2)( -
1 (@i—2)(r; -
Dij = n + Smx

0g

P ={pi} ,
geelder der abenbart, at

Var (R) = o*(I — P) . O

At to stokastiske vektorer er uathsengige, betyder at en vilkarlig komponent i den
ene vektor er uafhaengig af en vilkarlig komponent i den anden vektor. (To forskellige
komponenter i samme vektor kan veere atheengige eller uatheengige.) Bemeerk, at

XY uafhengige = Cov(X,Y)=0.

Lad os betragte en linezer transformation 7' af den stokastiske vektor Y repraesen-
teret af matricen A, dvs. T': R* — R™, T(Y) = AY. Da middelvaerdioperatoren
er lineser, har vi umiddelbart, at E[AY| = AE[Y]. For variansmatricen far vi, at

Var (AY) = E[(AY — AE[Y])(AY — AE[Y])"]
= E[A(Y —E[Y])(Y —E[Y])TAT]
= AB[(Y —E[Y)(Y —E[Y])T] A7
= AVar(Y)A" .

Var (AY') er altsa en m x m matrix.

Betragter vi specielt en linearkombination af Y’s komponenter a,Y;+...4a,Y,, der
kort kan skrives @'Y, far vi E[a"Y] = a"E[Y] og Var (a'Y) = a'Var (Y) a.
Var (a'Y') er et reelt tal (1 x 1 matrix).

En ortogonal transformation er en lineser transformation, der repraesenteres af en
ortogonal matrix®, dvs. en matrix hvor sgjlevektorerne er ortonormerede. For en

5Den traditionelle betegnelse, en mere praecis betegnelse ville vaere ortonormal matrix.
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sadan matrix gaelder, at systemet af reekkevektorer ligeledes er ortonormeret, at den
inverse matrix er lig den transponerede, og at den tilhgrende determinant antager
veerdien 1 eller —1.

Lad Z = CY definere en ortogonal transformation. C' er altsa en ortogonal matrix.

Der geelder, at
N 2=Z'Z=(CY) oY =Y CToY =YY =) V2,

dvs. kvadratsummen af en stokastisk vektors komponenter er invariant over for
ortogonaltransformation.

Betragt nu en stokastisk kvadratisk form YT AY, hvor E[Y] = p og Var (Y) = X.
Middelveerdien af Y'' AY udregnes:

s
J

%

= > Y a; (Cov (¥;,Y;) + B[V E[Y]])
(2]

= DD w0yt )Y ity
i i g

7 J 7

= trAY +p' Ap

E[YTAY]

= Z a;; E ;Y]]

7

Nar Var (Y') = oI forenkles udtrykket til
E [YTAY} =octrA+pu Ap
og nar yderligere E[Y] = 0 til
E[Y'TAY| =0%rA.
Den momentfrembringende funktion hgrende til en stokastisk vektor defineres som
My (t1, ... t,) = E [exp(t'Y)] .

Ofte skrives My (t) som en forkortelse for My (ty,...,t,).

De sadvanlige egenskaber ved momentfrembringende funktion har ogsa gyldighed

her, dvs.
MAy_H,(t) = exp(th)My(ATt),

og for X og Y uafhaengige
Mx 1y (t) = Mx(t) My (¢),

jf. opgave 4 og 5.
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3.2 Den flerdimensionale normalfordeling

En stokastisk vektor Y = (Y;,...,Y,) siges, at veere n-dimensional normalfordelt,
nar Yi,...,Y, har den simultane teethed

Fy (i, yn) = (2m) 7% (det £) 72 exp (—%(y —p) X (y — u)) ,

hvor p € R™ og X € R™". u kan veelges vilkarligt, mens ¥ skal veere en positiv
definit matrix®.

At Y er n-dimensional normalfordelt med parametrene p og X, skrives kort Y ~
Ni(p, 2).

Vi vil fgrst vise, at vi ved en passende affin transformation af Y kan opna, at kompo-
nenterne i den transformerede stokastiske vektor er uathaengige og standardiserede
normalfordelte.

St Y = Y2 X + w1 (se opgave 7, 8 og 9 vedr. Z%). Jacobideterminanten hgrende
til denne transformation ses umiddelbart at veere det $z. Taethedsfunktionen for X
bliver derfor

n 1
fx(x1,...,2,) = (2m) " 2 (det E)_% exp (—EmTEéﬁ_lEém) ‘det Ik

n 1 n 1o
= (2m) 2 exp (—ﬁme) = (2m) 2 exp (—5 122;2712)

1

2
T
e 2z

N

=1

hvoraf ses, at X; ~ N(0,1),7=1,...,n, og at X, erne er uathengige.
Herefter kan vi let udregne E [Y] og Var (Y):

B[Y] =S E[X]+p=20+p=p,
Var (Y) = 2 Var (X) (23)T = 23,58 =% .

Parametrene p og X er altsa henholdsvis middelveerdivektor og variansmatrix for

Y.

Den momentfrembringende funktion for Y kan vi bestemme ved fglgende udregnin-

SEn symmetrisk n x n matrix er positiv definit, nar V& € R™"\{0} : * T Az > 0. A er positiv
semidefinit, nar Vo € R™\{0} : T Az > 0, og der findes (mindst) et = # 0, si = Az = 0.
Analogt defineres negativ definit og negativ semidefinit.
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ger, hvor vi igen benytter transformationen ¥ = Y X + w:
My (t) = E [exp(t"Y)]
_n 1 1 _
= [ ewTpen ) e (~50 - 05y - ) a0
n 1
= / exp(tT(Z%m + w))(2m) "2 exp (—émT:c) s
= exp(t' p) /

1 n 1 1
= exp (tTu + §tTEt) / (2m) "2 exp (—i(a:T:I; — 2t Yo + tTEt)) s

n 1
(2m)"2 exp (—5( T — 2tTZ§w)> ds2

n

1 n 1 1 1
= exp <tT,u, + §tT2t) / (2m)~ 2 exp <—§(ac —22t) (x — E2t)) s

1
= exp <tTp, + §tTEt) ,

idet funktionen under det sidste integraltegn ses at veere teethedsfunktionen for en
n-dimensional normalfordeling med middelvaerdivektor Nat og variansmatrix 7,,.

I stedet for at definere den flerdimensionale normalfordeling ud fra taethedsfunktio-
nen kan vi benytte fglgende alternative definition:

Y er n-dimensional normalfordelt, nar og kun nar der for alle I # 0 geelder, at 1Y
er (endimensional) normalfordelt. Benytter vi symbolerne p og ¥ som ovenfor, skal
der altsa geelde at 1'Y ~ N(I" p, 1"20).

I denne definition kan vi umiddelbart medtage det singuleere tilfeelde, hvor > kun
er positiv semidefinit svarende til, at der findes (mindst) et I # 0, sa 1’21 = 0. 1
det singuleere tilfeelde vil der altsa optreede linearkombination(er) 1Y med varians
0.

Fra tidligere kender vi den momentfrembringende funktion for en normalfordelt
stokastisk variabel X ~ N(u,o?). Der geelder My (t) = e#T27" Fglgelig har vi

1
My (t) = exp (ﬂp,t - 5szth) :

Ved benyttelse af momentfrembringende funktioner kan det let eftervises, at de to
forskellige definitioner pa flerdimensional normalfordeling er sekvivalente, nar der
ses bort fra det singulaere tilfaelde, se opgave 11.
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3.3 Egenskaber ved normalfordelte stokastiske
vektorer

Lad os betragte en affin transformation AY +b af Y ~ N, (u,X), hvor X er positiv
definit, og hvor A er ¢ x n med rang A = ¢ < n. Der galder
VI#£0 : I"(AY +b) = (1TAY +1'b
~NITAp +1"b,(1T AT (1TA)T)
= N({"(Ap+b),1"AZATT) |
som viser, at AY +b ~ N,(Au+b, AXAT), idet AL AT er positiv definit, jf. opgave
12.

Heraf fglger, at en vilkarlig linearkombination @'Y af Y’s komponenter er normal-
fordelt.

Ved et passende valg af A kan vi udtage en vilkarlig delvektor af Y. Alle delvektorer
af Y, herunder ogsa de enkelte komponenter, er altsa normalfordelte.

For endimensionale normalfordelte variable gaelder, at uathaengighed er ensbetyden-
de med, at de variable er ukorrelerede. Betragter vi to normalfordelte stokastiske
vektorer Y ~ N, (p1,%1) 0g Yo ~ Ny, (s, %2), vil vi tilsvarende vise, at uaf-
haengighed mellem Y'; og Y5 er ensbetydende med, at Cov (Y1,Ys) = O.

Det geelder generelt, at uatheengighed mellem stokastiske vektorer medfgrer, at de
er ukorrelerede, jf. afsnit 3.1.

Antager vi omvendt, at Cov (Y'1,Y2) = O, bliver variansmatricen ¥ for den stoka-
stiske vektor Y = (Y1,Y,)
)
=5 %)

O 3

hvor ¥; og Y, er variansmatricerne for henholdsvis Y'; og Y 5. Heraf fglger, at

-1 2171 O
> _[ O St

Bemeerk, at
-
>t 0 Y, — 1
CRACET ey B ey | el
(y IJ’) O 221 yQ_IJ'Q

(¥, N1)TE ( —py) + (Yo — H2)T22_1(y2 Sy
= hi(yy) + ha(y,)
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For Y’s teethedsfunktion far vi derfor, at

fY(ylla e Ying, Yot - - 7y2n2)
ni+n 1
= (2m)7 2 " (det Xy det Xo) 2 exp (— L(hi(yy) + ha(y,)))
= (2m) "7 (det 2,) 72 exp (— Lhy(y,))(2m) " F (det £a) 72 exp (— Lha(ys))

— le(ylla o 7y1n1)fY2<y217 s ay2n2>7

hvoraf det ses, at Y; og Y, er uafhengige.

Hvis vi betragter to linezere transformationer af samme vektor Y, A;Y og A)Y,
hvor A; og Ay har fuld rang, ses umiddelbart, at uafheengighed mellem A;Y og
A,Y er ensbetydende med at A;XA] = O, idet

Cov (AY,A)Y) =0 < ACov(Y,Y) A, =0 < A XA =0.

Bemaerk, at med A;XA] = O er systemet af reekker i A; ortogonalt pa systemet af
rackker i A; med hensyn til det indre produkt (u,v) = u'Yv. Matricen A = {il}

2
har derfor fuld rang, dvs. rang A = rang A; + rang Ay < n.

Specielt gaelder, at to linearkombinationer af Y’s komponenter, a; 'Y og as 'Y, er
uafheengige, nér og kun nar Cov (a1'Y,a,'Y) =0 < a;'Za; = 0.

Et vigtigt resultat er, at
(Y —p) SN (Y — ) ~ x*(n)

hvilket let eftervises, se opgave 14.

Lad os til slut vende tilbage til pastanden i afsnit 1.4, om at Y og S? er uafheengige.

Y og S? er baseret pa en normalfordelt stikprgve med middelveerdi p og varians o2,

dvs. Y ~ N, (ul,0?I).

Nar Z er en ortogonal transformation af Y, dvs. Z = C'Y med C ortogonal, far vi
Z ~ N,(uC1,0°CIC") = N, (uC1,0%I) .

Komponenterne i Z er altsa uathaengige.

Benytter vi specielt en ortogonal matrix, der har vektoren (\/Lﬁ, ey \/Lﬁ) som farste

rackkevektor, far vi

1 .z
_ | L 1 — - - 2L
Zl_[ﬁ ﬁ}Y_\/EE Yi=ynV o V=

B
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0og

<n—1>5222<n—y>2:;n2—w2:;zf—n(%)Q

i

=Zs+-+ 72 & =

n_l(Z§+---+ZEL),

hvoraf det umiddelbart fremgar, at Y og S? er uafheengige.

3.4 En betinget fordeling

Lad Y ~ N,(u,>), og betragt delvektorene Y'; med n; komponenter og Y5 med
ny komponenter, n; +ny = n. Y, og Y5 er begge normalfordelte og i almindelighed
athaengige. Vi kan skrive

by by
(Y17Y2) ~ Nn1+n2 ((“17“2)7 [ H 12:|> ’
Z21 222

hvor betydningen af de benyttede betegnelser er abenbar, fx star 35 for Cov (Y1, Ys).

Indfor Z =Y, — 291 X'Y 1, og betragt den stokastiske vektor (Y, Z), der frem-
kommer som en lineser transformation af (Y7, Y2). Transformationen er repraesen-

I, O
—EnSy I,

Ved udregning, jf. opgave 16, far vi, at

teret af matricen { } , som er n X n og reguleer.

211 O

Y, 7)) =
Var (Y1, 2)) {O Z22—22121_112127

der viser, at Y'; og Z er uathaengige.
For Var (Z) benyttes som regel betegnelsen Y9s.1, altsa
Y021 = Y22 — X1 U1 T

Bemeerk, at
E[Z] =E[Y,] - SuSHE[Y1] = py — S35

hvorefter vi kan angive Z’s fordeling som
Z ~ Ny, (1 — S01 577 1, X201 -
Fra indfgrelsen af Z har vi, at
Yo=2Z+3Yu3'Yy,
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og ved at betinge med Y| = y,, far vi

Yoly, = Z + X057y,

idet Y1 og Z er uatheengige. Middelvaerdivektor og variansmatrix for Y|y, bliver

E [Y2|y1] = My + 22121_11(?/1 - ,Uq)a

Var (Yg‘yl) = Var (Z) = 222.1.

Fordelingen af Y|y, er altsa

3.5

1.

2.

10.

Yoly, ~ Ny, (/J’Q + 22121_11(3/1 — ), E22-1) .

Opgaver
Vis, at Cov (X,Y) =E[XY "] ~E[X]E[Y]".
Vis, at Cov (AX,BY) = ACov(X,Y)B".
Vis, at Var (Y +b) = Var (Y).
Vis, at May () = exp(t'b)My (ATt).
Vis, at X og Y uathengige = Mx.y(t) = Mx(t)My(t).

Lad C vere en ortogonal matrix, dvs. der geelder CTC = I. Vis, at systemet
af reekkevektorer i C' er ortonormeret, at C~! = C'7, og at det C' = £1. Vis
endvidere, at produktet af to ortogonale matricer giver en ortogonal matrix.

Lad A veere en symmetrisk matrix. Vis, at A er positiv definit, nar og kun nar
alle A’s egenveerdier er positive.  Vink: Betragt en ortogonal substitution
x = Cy, hvor matricen C diagonaliserer A, dvs. C71AC = A ="\ ...\,
og vis, at & T Az = >, \iy?.

Lad A veere en positiv definit matrix, og lad C' veere en ortogonal matrix, som
diagonaliserer A til A. Bestem forst en matrix A2, s (A%)2 = A, og dernaest
en matrix Az, sa (A2)2 = A

Vis, at det 2 = (det 2)z.

Kontroller at fy er en teethedsfunktion, dvs. at [, fy(y1,...,¥n)dQ = 1.
Vink: Benyt teethedsfunktionen fx(zi,...,z,) for den transformerede sto-
kastiske vektor X.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Vis ved benyttelse af momentfrembringende funktioner, at de to definitioner
pa flerdimensional normalfordeling er sckvivalente, dvs. at definition 1 = de-
finition 2, og at definition 2 = definition 1. (Der ses bort fra det singulsere
tilfeelde.)

Vis, at nar A er n X n positiv definit, og nar C' er p x n med rang C' = p, sa
er CAC'" positiv definit.

Eftervis, at w'Xv, hvor ¥ er positiv definit, definerer et indre produkt.

Vis, at (Y —pu) 'S HY — p) ~ x*(n). Vink: Benyt transformationen Y =
N2 X + .

Lad Yi,...,Y, vere en stikprgve i en normalfordelt population. Giv et nyt
bevis for, at S? ~ 7;‘—_21X2(n —1).  Vink: Betragt forst X = (Y — p) og
dernaest U = C'X med samme C som i slutningen af afsnit 3.3.

Eftervis, at Y7 og Z defineret som i afsnit 3.4 er uafthsengige.  Vink: Husk,
at Var(AY )=AVar(Y)A'.

4 En generel linezer normal model

4.1

Modelbestemmelse

Lad som sa&edvanlig 41, . . ., y, veere observationer i en normalfordelt population, hvor

alle variable har samme varians.

Vi har (y1,...,y,) € R" og

Y; ~ N(pi,0%), i=1,...,n uafhaengige.

Antag om middelveerdivektoren g = (p1,...,4n), at p € L C R™ hvor L er et

underrum af R"™. Lad os endvidere antage, at L har dimension k og udspeendes af

vektorerne xq, ..., xy, dvs.

L=sp{xy,...,xx}, dimL==FK.

Da p € L findes konstanter 3y, ..., 0, sa p = f1x1 + ... + Brpxg, eller

“:X/B7 X:[:Blwk]v ﬁ:(ﬁlavﬁk)

[ udtrykket g = X3 skal p og 3 opfattes som sgjlevektorer. X kaldes modellens
designmatrix.

Modellen har k + 1 parametre, 3, ..., 3, og o2, der alle skal estimeres.
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4.2 Mindste kvadraters estimater

Lad fi betegne den ortogonale projektion af y pa L, dvs. o = Py, hvor P er pro-
jektionsmatrix.

4 (ukendt)

Figur 3: Ortogonalprojektion af y pa L.

Benyttelse af mindste kvadraters metode giver

ly — o+ o — pl?
= |ly—pl*+ i — pl®* (Pythagoras)
> |y — af?,

ly — p)?

hvor lighedstegnet geelder for p = fi.
[ = Py er altsa mindste kvadraters estimat for p.

[t er et centralt estimat for u, idet

Elp] =E[PY]=PE[Y]=Pp=p.
Soger vi et estimat B for 3, skal der geelde, at X B = [, hvoraf fglger at
X'XB=X"p=X"Py=P ' X)'y=PX)y=X"y .

Her har vi udnyttet, at en projektionsmatrix er symmetrisk. (Den anden grundleeg-
gende egenskab ved en projektionsmatrix er, at den er idempotent.)

Vi ser, at B skal opfylde ligningssystemet
X'Xp=x"y,
som ogsa kaldes normalligningerne.

Omvendt, nar normalligningerne er opfyldt, geelder at
X"XB=X"y & X" (y—XB)=0 = B X (y—XB)=0
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& (XB) (y-XB)=0 & XBLy-XB.

idet y = X B -+ (y - X B) abenbart er en ortogonal dekomposition af y, hvor
XB € Logy— XB € L. Da en ortogonal dekomposition er entydig, har vi, at

XB=p (= Py).
Nar rang X = k, bliver X "X en reguleer k x k matrix, og normalligningerne kan

umiddelbart lgses:
B=X"X)'XTy.

Multiplicerer vi med X pa begge sider far vi
XB=XX"X)"'XTy & p=XX'"X)"'XTy.
Sammenholdes med @it = Py, ses at projektionsmatricen P kan udtrykkes som
P=XX"X)"'XT,

idet en projektionsmatrix er entydigt bestemt.

Hvis @, ...,z er linesert athaengige, dvs. dim L = rang X < k, sa vil fx og P stadig
veere entydigt bestemt, men ikke 3.

Udtrykkene for 8 og P kan opretholdes, hvis (X7 X)™! erstattes af en vilkarlig
generaliseret invers” (X TX)~.

I det fglgende forudseettes dog, at rang X = k.

Med benyttelse af den flerdimensionale normalfordeling, kan vi formulere modellen

som
Y ~ No(p,0%I), p=XB, X nxk, rangX =k.

Da ,(3 er en linezer transformation af y, er B ~ Ng(+, ). Middelveerdivektoren bliver

BB = (X'X)'X'E[Y]=(X"X)"'X"p
(X'X)'X'XB=8,

dvs. B er et centralt estimat for 3.

For variansmatricen geelder, at

~

Var(B) = (X'X)7' X Var (Y)(XTX)7'x )T
= (X'TX)'XTIX(XTxX)™HT
= AXTX)XTX(XTX)™!
= A(XTX)™.

Vi har altsa
B~ Ni(B,0*(X X)) .

TA~ er en generaliseret invers til A, nar der geelder AA~A = A.
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4.3 Residualer og residualkvadratsum

Residualvektoren i modellen er

r = y-g=y—p=y-Xp
= y-Py=(U-Py.
Middelvaerdivektor og variansmatrix af R bliver
ER] = E[Y]-PEY]=p—-Pp=p-—p=0,
Var(R) = (I - P)Var(Y)(I - P)" = (I — P)o*I(I — P)
= o*(I—-P).

Tilsyneladende gaelder R ~ N, (+,), men I — P er positiv semidefinit, idet fx
p' (I =Pp=p"(p—p)=p"0=0,dvs.

R ~ N,(0,0*(I — P)) singuler.

Da bade B og R er linezre transformationer af Y, kan vi let udregne deres kovari-
ansmatrix:

A

Cov(B, R) = (X'X)'X"Var(Y)(I-P)"
= (XTX)'XTo%I(I - P)
= AA((XTX)'XT - (XTX)'XTP)
= ¢%0
O 3
idet XTP = (PTX)T = (PX)T = X" Der geelder altsa, at 3 og R er uafheengige.

Residualkvadratsummen er

~ ~ N\ T
lr(* = lly — &l* = llyl* = lal* = (y — XB) v,

jf. opgave 6 og 7.

Residualkvadratsummen kan ogsa skrives
(I-=Pyy)' (I-Py=y'"(I-Py.

Middelveerdien kan med benyttelse af regneregel udledt i afsnit 3.1 udregnes til

E[IR]’] = E[Y'(I-P)Y]
= tr((I—-P)o*)+u' (I -P)u
= *tr(I = P)+p'(n—p)
= o*(trl —tr P)+0
= o*(n—k),
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idet tr P = k, jf. opgave 8.

Det ses, at ——||r|> = L. (y — XB)Ty er et centralt estimat for o2. Vi vil benytte
betegnelsen s? for dette estimat.

Ved at szette u = y — p, dvs. U ~ N,(0,0%]) og indsxtte y = u + p i udtrykket
for residualkvadratsummen far vi endnu et udtryk for denne:

y' ([-Py=(u+p' (I-Plutp)=u'(I-Pu,
idet (I — P)p=p—p=0.
Lemma: Lad U ~ N,(0,0%I), og lad P vare en n X n projektionsmatrix
med rang k. Der geelder da, at
U'PU ~ o**(k) .
Bevis: Da P er en projektionsmatrix, findes en ortogonal matrix C', sa

C'PC=A=7T1...10...0],
k —k

jf. opgave 9.

Betragt fglgende linesere transformation af U:

(I O]C7'PU ~ Ni(0,[I;, O]C~'PVar (U)P(C™")" {g])

= Nu(0,6%[I, O]C~'PC {g“})

= Nk(O, 0’2Ik)
I regningerne blev benyttet, at C~! = C", og at PIP = P? = P.
Vi har nu umiddelbart, at

(I 01C7'PU) " (6°L) " I O)C'PU ~ X*(k)

& ([, 0]C7'PU) " [T, O)C7'PU ~ o**(k)
(I, o) c'PU) " [I, O)C~'PU

I
0)
=U'"PCAC™'PU

-U'PC { } (I, O]C~'PU

=U'"PPPU
=U'PU ,
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hvoraf folger, at U PU ~ o?x*(k). 0
Ved benyttelse af ovenstaende lemma far vi, at residualkvadratsummen
IRI’=(n—-k)S?=Y " (I-P)Y =U"(I-P)U ~o**n—k),

og dermed at
2

S% ~ (n—k) .
— X (n— k)
Middelveerdi og varians af S? bliver
o2
E[S?] = 7 (n—k) =o? (regnekontrol),
4 20,4
Var (%) = ———2(n—k) = .
w(sh) = m2An-k) =

Idet S? er en funktion af R, har vi umiddelbart, at 3 og S? er uafheengige.

4.4 Determinationskoefficienten R2

Den brgkdel af variationen i observationerne, som modellen kan forklare, kaldes ogsa
i denne model for determinationskoefficienten, men betegnes her traditionelt med
R?, dvs.

Sw—lrl? _yy—n*—(y-XxB)'y (xB-y1)'y
Syy Syy Syy

R =

Sy, har samme betydning som i afsnit 2.2.

4.5 Gauss-Markov

Blandt alle linezere centrale estimater af ¢ p er ¢’ 1 det estimat, der har mindst
varians. Dette resultat kaldes Gauss-Markovs saetning.

En anden formulering er, at ¢' i er BLUE for ¢"p, hvor BLUE = Best Linear
Unbiased Estimate. Med bedst menes naturligvis med mindst varians.

Det ses umiddelbart, at ¢"f1 er et linesert centralt estimat for ¢’ p, idet ¢'f1 =
¢'PY =(Pe)'Y ogE[c' ] =c"E[p] =c'p.

Lad her d'Y vare et vilkarligt linesert centralt estimat for ¢ p.
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Forst udtrykker vi ¢’ ft ved d og Y':
c'u=E[d'Y]=d'E[Y]=d'p
=(c—d)'u=0 = c—declLt = Plc-d)=0
= Pc=Pd = (Pc)'Y=(Pd)'Y = c'pp=(Pd)'Y .
Herefter kan vi sammenholde varianserne af ¢'ft og d'Y:
Var (¢' 1) = (Pd)"0’1Pd = o*d" Pd .
Var (d'Y) =d'0’Id = o’d"d .
Var (dTY) — Var (¢' 1) = o’d" (I — P)d >0, dal— P er positiv
semidefinit
= Var (dTY) > Var (CT[L) :
Entydighed ses af
Var (d'Y) — Var (¢'ft) =0 < d'(I - P)d=0

< (I-P)d=0 < d=Pd < d= Pc.

Som korollar far vi — med et passende valg af ¢ — at [i; er BLUE for ;.

4.6 Maksimum likelihood estimater
Likelihoodfunktionen bliver

L(ﬁlw .- Jﬂlﬂ 0-2) = Hﬁ exp (_%)

1
9 (= gally — ul?)

_n 1
= no?)F e (—5rly - XBIP).

= (210?72

D

og loglikelihoodfunktionen

N 2 1 2
1B, .- Br, 07) ——§ln(2WU)—T‘2Hy—XﬁH :

For vilkarligt 02 > 0 har [ maksimum nér ||y — X3|> = ||y — p/|* har minimum,
dvs. netop for mindste kvadraters estimatet g = X3.

Profilloglikelihooden for o2 bliver
1 R
(0?) = =5 n(2r0%) — 7 ly - XBI*
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Denne funktion kan opfattes som en funktion af den reelle variabel o2. Maksimum
bestemmes efter seedvanlig metode, og resultatet bliver

. 1 .
o2 =~y - XB|*.
n
Med dette udtryk for o2 bliver likelihoodfunktionens maksimale veerdi

L(Bl? ce 76’67 OfQ) = (27[-60?2)7% :

Som i de tidligere modeller vil vi normalt ikke benytte UAQ, men i stedet det tilhgrende
centrale estimat

1 1 1 . 1 .
2 = 2o " ly—pP= —|ly-XBP=—(y— X .
$' = —lrllP = —ly = Al = —ly - XBI* = —(y - XB) y
Relationen mellem s2 og o2 er s = L o2,
4.7 Sufficient reduktion
Idet
ly —pl* = lly—XBI°=(y—XB) (y - XB)

= yly-2y' XB+B'X'X3,

ser vi, at (y'y, y' X) er sufficient for (3, o2).

4.8 Modelkontrol

For de enkelte residualer geelder, at
R; ~ N(0,0* (1 —py)), i=1,....n,
0g
Cov (R;, R;) = _U2pij . LFT,
hvor p;; betyder det ij’te element i projektionsmatricen P = X (X T X)X,

Vi indfgrer de standardiserede residualer
T

§i=—==—-=, 1=1,...,n,
hvorefter

S;~N(0,0%), i=1,...,n,
0g

2 Dij .
o ., 1F£ ]
VI = Dpiin/1 = pjj

Idet der ofte ses bort fra atheengigheden mellem S;’erne, kan kontrol for normalitet

Cov (Sz, SJ) = —

udferes i form af et normalfraktildiagram.
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4.9 Konfidensellipsoider og konfidensintervaller
Med B ~ Ni(8, 02(XTX)™1) har vi, at
(XTX)2(B~B) ~ Nu(0, o°T) ,

0g
(B=B)XTX(B~B)~a* (k)
jf. opgave 13.

Da S? ~ n”—ijQ(n—k) er uafhaengig af (3, kan vi umiddelbart konstruere en F-fordelt

variabel

B-B)TXTX(B-B) B-B)TXTX(B-B)

_ a2k _
F = (";'“2)52 = 1 g2 ~F(k,n—k).
n—=k
Omréadet

3_AATxXTY(3_
{IBGRk" (/6 IB) )ésf<ﬂ /6) Sfl—a(kyn_k)}

kaldes konfidensellipsoiden for 3 med konfidensgrad 1 — a.

Betragter vi de enkelte parametre, kan vi med udgangspunkt i
Bi~NG, o2 (XTX)™ ), i=1,....n,

opskrive konfidensintervaller med konfidensgrad 1 — « for de enkelte (3;’ere:

Bi=pi+ tieg(n—k)s /[ (XTX)™,

Konfidensintervallet for 02 bestemmes til
_ 2 o 2
2(n k)s < < (721 k)s 7
ERCEYS X5 (n—F)

o
2

ligeledes med konfidensgrad 1 — a.

Lad os betragte linearkombinationen 1 = '3, hvor & € R*. Denne afledte para-
meter estimeres ved i = ' 3, og der geelder

fi~ N(p, o’z" (XTX) 'z) .

Vi kan derfor opstille et konfidensinterval for 4 med konfidensgrad 1 — a:

p=pEta(n-— k)sy/xT(XTX) 1z,
hvor i =2 B og s> = L (y — XB) Ty, S ~ -2 x2(n — k).
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Da /i kan opfattes som en i middel preaedikteret veerdi for observationer foretaget
ved x, betegnes stgrrelsen ofte med y. Vi kan derfor ogsa skrive

p=gxt_a(n-— k)sy/xT(XTX) 1z

Vi vil ligeledes opstille et praediktionsinterval for en teenkt fremtidig observation y
foretaget ved . Der ma galde, at Y ~ N(z'3, 02), og at Y og ji er uafhaengige,
da den fremtidige observation ikke athaenger af de tidligere foretagne. Heraf

Y—i ~ N'B-—z'B, 0 +c’z"(X'X) 'z)
= N(0,*(1+z'(X'X) 'x)) .

Med benyttelse af samme regneteknik som i afsnit 2.8 far vi preediktionsintervallet
for y med konfidensgrad 1 — « til

y=9+ti_a(n— k)sy/14+ 2T (XTX)1

hvor § = &' 3 og s som ovenfor.

Bemaerk, at med samme konfidensgrad vil praediktionsintervallet altid veere stgrre
end det tilsvarende konfidensinterval.

4.10 Kvotienttest
Lad Ly veere et underrum af L, og betragt hypotesen Hy : u € Ly mod alternativet
Hl Y VS L \LO

Estimatet for p under HO skal naturligvis findes som projektionen af y pa Lo Vi
betegner dette estimat . Figur 4 illustrerer sammenhaengen mellem y, i og ft.

Figur 4: Sammenhgengen mellem y, [t og fl,
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Med benyttelse af resultater fra afsnit 4.6 kan likelihoodfunktionens maksimale veer-
di under H, angives til (2#652)_%, hvor o2 = iy — L2 og o = Pyy. Py er
projektionsmatricen for den ortogonale projektion pa Lg, rang Py = ko < k.

Kvotientteststerrelsen q(y1, ..., y,) bliver

LB, 0> (2reo®) % [o2\% [ ily—af?)?
aWrs . yn) = (@A’z( A)n=<7) ==
2

3

L(B, 0*)  (2me0?)” e Hly — fuff?
A 5 2
_ ( ly — )2_ 1
— ol = a2 =2
Iy — &l* + 11/ — £l 1+ [=ap

I regningerne er benyttet, at y — 1 € L+ og f1 — ﬂ € L.

n—k Hﬂ—ﬁHQ
k—ko lly—£l*

Det ses, at udggr en aftagende transformation af q.

Vi har tidligere vist, at

IY —al> =U"(I - P)U ~o**(n— k) .
Tilsvarende kan vises, at

I — ﬂ|’2 = UT(P — P)U ~ oa*x*(k — ko) ,

jf. opgave 15.
Desuden geelder, at

Cov (Y = jr.o— it) = 0,
if. opgave 16, dvs. ||Y — fu]|2 og || — fu]|? er uafhaengige.
Der gelder derfor, at

P 1y

k= ko Y — @2 ~ F(k — ko, n—k) under H,.

Store veerdier af f,s er kritiske for hypotesen.
Kvotienttestet for Hy : pp € Ly fgrer altsa frem til et seedvanligt F-test.

Bemeerk om de indgaende vektorer, at
i l:i € Lo,

o [ — fj, € L, = LN LE, det ortogonale lfomplement til Lo inden for L

(Pojo= PPy =Ry =j=fr— 1 L),
o y— €Lt
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Det er umiddelbart klart, at Ly + Ly = L. Da desuden Ly N Ly = {0}, siger vi
uddybende, at L er fremkommet som den direkte sum af Ly og L, og vi benytter
symbolet & i stedet for +, dvs. Ly & Ly = L. Vi kan ogsa indfgre symbolet © ved
reglen L& Lo = LN Lé, dvs. L1 = L & Ly.

Bemaerk, at Lo® (L O Lg) ® L+ = R™, idet der geelder, at LoN (L O Ly) = LyNL*+ =
(L © Ly) N L+ = {0}. Da rummene endvidere er indbyrdes ortogonale, siger vi, at
R™ er fremstillet som den ortogonale direkte sum af de tre underrum.

Lad os betragte L+ opdelt i r indbyrdes ortogonale underrum, saledes at

R"=L& Lt , dimL =k,

Der geelder da, at

e PY. PY,...,PY er uathengige,
o [|[PY — p?* ~ o®x*(k),

e« [PY[2~o?3(h), i=1,...,r,

hvor P; er projektionsmatricen for projektion pa L;, ¢ =1,... 7.

Beviset henlaegges til opgave 17.

4.11 Affine hypoteser

Vi gar igen ud fra grundmodellen g € L, men betragter nu hypotesen Hy : pu €
xo + Lo, dvs. at p ligger i et sakaldt affint underrum af L.

Vi indfgrer ¢y’ = y — xg og bemaerker, at E[Y'| = E[Y]| — g & p/ = g — xg. Der
gaelder abenbart, at Hy : p € g + Lo er eekvivalent med Hy : p' € L.

Hy kan nu testes ved benyttelse af
n—k [l — @[> n—Fk ||ft—mo— (j+ — Pomo)
k=ko |[Y' =2 k=Ko [[Y —2o— (i —)|

il I

F =

n—k i~ 1+ (P~ Dol
= ~ F(k—Fky,n—k der H,.
N It (F o =) e

4.12 Opgaver

1. Vis, at en ortogonal dekomposition af en vektor er entydig.  Vink: Antag, at
der er to forskellige dekompositioner, og betragt deres differens.
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10.

11.

12.

Figur 5: Test af affin hypotese Hy : u € g + Lo

Bestem MK-estimaterne for o og 3 i den simple linesere regressionsmodel ved

e projektion pa sp{1,t}, hvor t = x — z1 (bemserk, at 1 L t),

e benyttelse af normalligningerne.
Kontroller, at P = X(X"X)™1X T er symmetrisk og idempotent.
Redeggr for, at fordelingen af fi ~ N, (u,0?P) er singuleer.

Vis, at [ — P er en projektionsmatrix, og at (I — P)y er projektionen af y pa
Lt

Eftervis, at ||y — all* = [[ylI* — |4l

Udled, at ||y||2 = ||it]®? = (y — XB)Ty. Vink: Indfer 1 = Py, foretag en del
omskrivninger, og erstat til sidst Py med X 3.

Vis, at tr P = k. Vink: Betragt P = X (X "X) !XT og udnyt regnereglen
tr (AB) = tr (BA), der gaelder, nar begge matrixprodukter eksisterer.

Vis, at enhver projektionsmatrix netop har egenveaerdier 0 og 1, og angiv disses
multipliciteter.  Vink: Vis fgrst, at A@ '@ = A2z "x ved udnyttelse af Pz =
\x og P? = P.

Vis, at en projektionsmatrix P har rang P = tr P.

I afsnit 2.3 blev det pastaet, at S? ~ %X2<n —2). Argumenter for, at denne
pastand er deekket ind gennem udledningerne i afsnit 4.3.

Gennemfgr regningerne til bestemmelse af ML-estimatet o2,
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Redegor for fordelingerne af (XTX)2(8 — 8) og (3 —8) X" X(3 — B).
Udled i detaljer preediktionsintervallet for en teenkt fremtidig observation.
Vis, at ||fo — fu||2 = UT (P — P)U ~ x2(k — k).

Eftervis, at Cov (Y — [, — ﬁ) = 0.

Lad L* veere opdelt i r indbyrdes ortogonale underrum, saledes at

R'=L& L+ ., dimL=F,

Bevis, at

e PY, P\Y,...,P.Y er uathengige
o |[PY — pl?* ~o®x*(k)
o |[RY|?~ac* i (k), i=1,...,7,

hvor P; er projektionsmatricen for projektion pa L;, i =1,...,r.

Ved multipel linezer regression forstas normalfordelte observationer af formen

yi=Po+ Biwa+ ...+ G, i=1,....n.

Opstil en lineser normal model, der passer til sadanne observationer.
Vink: Designmatricen skal indeholde k£ + 1 sgjler med 1 som den forste.

Hvilke sendringer ma der foretages i formlerne udviklet til den generelle linesere

model, for at de kan benyttes til multipel lineser regression ?

(Note: I visse fremstillinger kaldes den generelle linesere model for multipel

lineser regression.)

49



