
Note til sandsynlighedsregning

Ordensvariable

Definition

Betragt uafhængige og identisk fordelte kontinuerte stokastiske variable X1, X2, . . . , Xn

med fordelingsfunktion F (x) og tæthedsfunktion f(x).

N̊ar X1, X2, . . . , Xn arrangeres efter størrelse, fremkommer de s̊akaldte ordensvariable
X(1), X(2), . . . , X(n). Der gælder alts̊a, at

X(1) < X(2) < · · · < X(n).

Bemærk, at de ordensvariable er afhængige.

Simultan fordelingsfunktion for (X(1), X(2), . . . , X(n))

I henhold til definitionen af fordelingsfunktion har vi

F(X(1),X(2),...,X(n))(x1, x2, . . . , xn) = P (X(1) ≤ x1, X(2) ≤ x2, . . . , X(n) ≤ xn),

−∞ < x1 < x2 < · · · < xn <∞.

Lad π betegne en permutation af mængden {1, 2, . . . , n}, dvs π ∈ (Sn, ◦), den symme-
triske gruppe af n’te orden. Bemærk, at hændelserne

{−∞ < Xπ(1) ≤ x1, x1 < Xπ(2) ≤ x2, . . . , xn−1 < Xπ(n) ≤ xn}, π ∈ Sn,

er disjunkte, hvoraf følger, at

F(X(1),X(2),...,X(n))(x1, x2, . . . , xn)

=
∑
π∈Sn

P (−∞ < Xπ(1) ≤ x1, x1 < Xπ(2) ≤ x2, . . . xn−1 < Xπ(n) ≤ xn),

−∞ < x1 < x2 < · · · < xn <∞.

Af symmetrigrunde m̊a alle sandsynlighederne, der indg̊ar i denne sum, være ens, hvor-
efter

F(X(1),X(2),...,X(n))(x1, x2, . . . , xn)

= n!P (−∞ < X1 ≤ x1, x1 < X2 ≤ x2, . . . , xn−1 < Xn ≤ xn),

−∞ < x1 < x2 < · · · < xn <∞.

En nærmere udregning af denne sandsynlighed er særdeles kompliceret. For F(X(1),X(n))(x1, xn)
se dog side 3-4.
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Da de stokastiske variable X1, X2, . . . , Xn er uafhængige og identisk fordelte, og den
simultane tæthedsfunktion for (X,X2, . . . , Xn) derfor har formen

f(X1,X2,...,Xn)(x1, x2, . . . , xn) = f(x1)f(x2) · · · f(xn), xi ∈ R, i = 1, . . . , n,

kan den simultane fordelingsfunktion for (X(1), X(2), . . . , X(n)) alternativt skrives

F(X(1),X(2),...,X(n))(x1, x2, . . . , xn)

= n!

∫
{(x1,x2,...,xn)|−∞<x1<x2<···<xn<∞}

f(t1)f(t2) · · · f(tn)dΩ,

−∞ < x1 < x2 < · · · < xn <∞.

Simultan tæthedsfunktion for (X(1), X(2), . . . , X(n))

Den simultane tæthedsfunktion f̊as umiddelbart ved differentiation af fordelingsfunktio-
nen:

f(X(1),X(2),...,X(n))(x1, x2, . . . , xn) =
∂n

∂x1∂x2 · · · ∂xn
F(X(1),X(2),...,X(n))(x1, x2, . . . , xn)

= n! f(x1)f(x2) · · · f(xn),

−∞ < x1 < x2 < · · · < xn <∞

Øvelse. Lad D betegne definitionsmængden for den simultane tæthedsfunktion, og be-
mærk, at D ⊆ Rn. Eftervis, at∫

D
f(X(1),X(2),...,X(n))(x1, x2, . . . , xn) dΩ = 1.

Vink: Bestem successivt de marginale tæthedsfunktioner for (X(2), . . . , X(n)),
(X(3), . . . , X(n)), . . . , X(n). �

Fordelingsfunktion for den k’te mindste ordensvariabel X(k)

Lad N være en stokastisk variabel, der angiver antallet af hændelser {Xj ≤ x}, der
fremkommer blandt de n mulige. Der gælder, at N ∼ b(n, F (x)), og endvidere at
{X(k) ≤ x} = {N ≥ k}. Med benyttelse af N kan fordelingsfunktionen for X(k) op-
stilles:

FX(k)
(x) = P (X(k) ≤ x) =

n∑
j=k

P (N = k)

=

n∑
j=k

(
n

j

)(
F (x)

)j(
1− F (x)

)n−j
, −∞ < x <∞

Specielt for X(1) og X(n):

FX(1)
(x) =

n∑
j=1

(
n

j

)(
F (x)

)j(
1− F (x)

)n−j
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= 1−
(
n

0

)(
F (x)

)0(
1− F (x)

)n−0
= 1−

(
1− F (x)

)n
, −∞ < x <∞

FX(n)
(x) =

(
n

n

)(
F (x)

)n(
1− F (x)

)n−n
=
(
F (x)

)n
, −∞ < x <∞

Tæthedsfunktion for den k’te mindste ordensvariabel X(k)

Tæthedsfunktionen for X(k) f̊as ved differentiation af fordelingsfunktionen:

fX(k)
(x) =

n∑
j=k

(
n

j

)
f(x)

(
j
(
F (x)

)j−1(
1− F (x)

)n−j − (n− j)
(
F (x)

)j(
1− F (x)

)n−j−1)
=

n∑
j=k

j

(
n

j

)
f(x)

(
F (x)

)j−1(
1− F (x)

)n−j
−

n∑
j=k+1

(n− j + 1)

(
n

j − 1

)
f(x)

(
F (x)

)j−1(
1− F (x)

)n−j
Idet der gælder, at (n− j+ 1)

(
n
j−1
)

= j
(
n
j

)
, g̊ar alle leddene p̊a nær ét ud mod hinanden,

hvorefter

fX(k)
(x) = k

(
n

k

)
f(x)

(
F (x)

)k−1(
1− F (x)

)n−k
, −∞ < x <∞.

Specielt for X(1) og X(n):

fX(1)
(x) = 1

(
n

1

)
f(x)

(
F (x)

)0(
1− F (x)

)n−1
= nf(x)

(
1− F (x)

)n−1
, −∞ < x <∞

fX(n)
(x) = n

(
n

n

)
f(x)

(
F (x)

)n−1(
1− F (x)

)0
= nf(x)

(
F (x)

)n−1
, −∞ < x <∞

Øvelse. Udled tæthedsfunktionen for X(k) ud fra den simultane tæthedsfunktion for
(X(1), X(2), . . . , X(n)). Vink: Bestem først de marginale tæthedsfunktioner for
(X(2), . . . , X(n)), . . . , (X(k), . . . , X(n)), og dernæst de marginale tæthedsfunktioner for
(X(k), . . . , X(n−1)), . . . , X(k). �

Simultan fordelingsfunktion og tæthedsfunktion for (X(1), X(n))

Fordelingsfunktionen:

F(X(1),X(n))(x1, xn) = P
(
X(1) ≤ x1, X(n) ≤ xn

)
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= P
(
X(n) ≤ xn

)
− P

(
X(1) > x1, X(n) ≤ xn

)
= FX(n)

(xn)−
n∏
j=1

(
FXj (xn)− FXj (x1)

)
=
(
F (xn)

)n − (F (xn)− F (x1)
)n
, −∞ < x1 < xn <∞

Undervejs blev det benyttet, at{
X(1) > x1

}
∩
{
X(n) ≤ xn

}
=

n⋂
j=1

{x1 < Xj ≤ xn}.

Tæthedsfunktionen:

f(X(1),X(n))(x1, xn) =
∂2

∂x1∂xn
F(X(1),X(n))(x1, xn)

= n(n− 1)f(x1)f(xn)
(
F (xn)− F (x1)

)n−2
, −∞ < x1 < xn <∞

Tæthedsfunktion for variationsbredden R

Variationsbredden (eng. range) defineres som R = X(n)−X(1). Betragt den todimensio-
nale variabel (X(1), R), der fremkommer af (X(1), X(n)) ved variabelskiftet

x1 = x1

r = xn − x1

}
⇔

{
x1 = x1

xn = r + x1
, J(x1, r) =

∣∣∣∣1 0
1 1

∣∣∣∣ = 1.

Tæthedsfunktionen for (X(1), R) bliver

f(X(1),R)(x1, r) = n(n− 1)f(x1)f(r + x1)
(
F (r + x1)− F (x1)

)n−2|1|.
Heraf den marginale tæthedsfunktion for R:

fR(r) = n(n− 1)

∫ ∞
−∞

f(u)f(r + u)
(
F (r + u)− F (u)

)n−2
du, 0 ≤ r <∞

Eksempler

Eksempel 1. Betragt Xi ∼ U [0; 1], i = 1, . . . , n, Xi’erne uafhængige.

Den simultane tæthedsfunktion for (X(1), X(2), . . . , X(n)):

f(X(1),X(2),...,X(n))(x1, x2, . . . , xn) = n! , 0 ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ 1,

dvs. (X(1), X(2), . . . , X(n)) er ligefordelt p̊a

{(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ 1}.

Tæthedsfunktionen for X(k):

fX(k)
(x) = k

(
n

k

)
xk−1(1− x)n−k, 0 ≤ x ≤ 1

=
Γ(k + (n− k + 1))

Γ(k) Γ(n− k + 1)
xk−1(1− x)(n−k+1)−1, 0 ≤ x ≤ 1,
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dvs. X(k) er betafordelt1) med parametrene k og n− k + 1. Heraf

EX(k) =
k

n+ 1
og VarX(k) =

k(n− k + 1)

(n+ 1)2(n+ 2)
.

Tæthedsfunktionen for R:

fR(r) = n(n− 1)

∫ 1−r

0
rn−2 du

= n(n− 1)rn−2(1− r), 0 ≤ r ≤ 1 �

Eksempel 2. Betragt Xi ∼ e(λ), i = 1, . . . , n, Xi’erne uafhængige.

Den simultane tæthedsfunktion for (X(1), X(2), . . . , X(n)):

f(X(1),X(2),...,X(n))(x1, x2, . . . , xn) = n!λne−λ(x1+x2+···+xn),

0 ≤ x1 < x2 < · · · < xn <∞

Tæthedsfunktionen for X(k):

fX(k)
(x) = k

(
n

k

)
λe−(n−k+1)λx

(
1− e−λx

)k−1
, 0 ≤ x <∞

For X(1):

fX(1)
(x) = nλe−nλx, 0 ≤ x <∞, dvs. X(1) ∼ e(nλ)

For X(n):

fX(n)
(x) = nλe−λx

(
1− e−λx

)n−1
, 0 ≤ x <∞

Tæthedsfunktionen for R:

fR(r) = n(n− 1)

∫ ∞
0

λe−λuλe−λ(r+u)
(
e−λu − e−λ(r+u)

)n−2
du

= (n− 1)λ e−λr
(
1− e−λr

)n−2 ∫ ∞
0

nλe−nλu du

= (n− 1)λ e−λr
(
1− e−λr

)n−2
, 0 ≤ r <∞ �

Øvelse. Kontroller, at alle tæthedsfunktioner i eksempel 1 og eksempel 2 integrerer op
til 1. �

Øvelse. Vis, at i eksempel 1 bliver ER =
n− 1

n+ 1
og VarR =

2(n− 1)

(n+ 1)2(n+ 2)
. �

Øvelse. Udled middelværdi og varians i betafordelingen. �

23.6.2013/BR

1)En betafordelt stokastisk variabel har tæthedsfunktion f(x) = 1
B(α,β)

xα−1(1 − x)β−1, 0 ≤ x ≤ 1. Det

kan vises, at B(α, β) = Γ(α) Γ(β)
Γ(α+β)

, og at middelværdi og varians er hhv. α
α+β

og αβ
(α+β)2(α+β+1)

.
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