Note til sandsynlighedsregning

Ordensvariable

Definition

Betragt uathaengige og identisk fordelte kontinuerte stokastiske variable X7, Xo,..., X,
med fordelingsfunktion F'(z) og teethedsfunktion f(x).

Nar X1, Xo,..., X, arrangeres efter stgrrelse, fremkommer de sakaldte ordensvariable
X(l),X(g), e ,X(n). Der geelder altsa, at

X(I) < X(Q) <--- < X(n)

Bemerk, at de ordensvariable er aftheengige.

Simultan fordelingsfunktion for (X1), X(2),..., X(n))
I henhold til definitionen af fordelingsfunktion har vi
Fix ) Xy X)) (@1, @2, -y an) = P(X(1) S @1, X(9) S 22,0, Xy S @),
—o0< T <T2 < < Ty < OQ.

Lad 7 betegne en permutation af meengden {1,2,...,n}, dvs 7 € (Sp,0), den symme-
triske gruppe af n’te orden. Bemaerk, at haendelserne

{—OO < Xﬂ(l) < xr1,T1 < X7r(2) < T2,y ...y Tp—1 < Xﬂ(n) < :L'n}, S Sn,

er disjunkte, hvoraf fglger, at

F(X(U,X(Q) ..... X(n))(:Bl?xQ’ -amn)
= Z P(—OO < X7r(1) <zi,71 < X7r(2) < ZTo,...Tp_1 < Xﬂ(n) < l‘n),
TESy

—o0o<r <xr2 < < Ty < OQ.

Af symmetrigrunde mé alle sandsynlighederne, der indgar i denne sum, veere ens, hvor-
efter

F(X(l),X(Q),...,X(n))(x17xZ? ceey 'Cl;n)
=nlP(—oo < Xj <z1,21 < Xo < xa,...,2p—1 < X, < ),
— < <2< < Ty <00

En nzermere udregning af denne sandsynlighed er szerdeles kompliceret. For F X (1) X () (x1,2n)
se dog side 3-4.
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Da de stokastiske variable X7, Xo,..., X, er uathaengige og identisk fordelte, og den
simultane teethedsfunktion for (X Xo, ..., X,) derfor har formen

f(Xl,Xg,...,Xn)(xth)'"Jmn) :f(xl)f(xQ)f(fEn), T ERa 1= 17"‘7”7

kan den simultane fordelingsfunktion for (X, X(g),. .., X(y)) alternativt skrives

F(Xu),X(g),...,X(n))(:B17 :BQ’ DR xn)

ft)f(t2) - f(tn)d,

= n!/
{(z1,2,.,Tn ) |—00<T1 <T2 <+ <Tp <00}

—oo< T < < - <y < 00,

Simultan taethedsfunktion for (X(l), X(g), e ,X(n))
Den simultane taethedsfunktion fas umiddelbart ved differentiation af fordelingsfunktio-
nen:

811

f(X(1)7X(2),...,X<n))(xla :L‘2, e ,l'n) = mF(X(l)’X(Q)”X("))(xI’ 3:‘2, P ,.Z‘n)

=nl f(z1) f(@2) - f(@n),
—0<TI << < Ty <0
Ovelse. Lad D betegne definitionsmaengden for den simultane teethedsfunktion, og be-
meerk, at D C R™. Eftervis, at

/;f(X(U,X(Q),,X(n))(x]."TZ’ . 7xn) dQ = ]‘

Vink: Bestem successivt de marginale taethedsfunktioner for (X(g),..., X)),
(X@)y s Xm))s -+ X(n)- O

Fordelingsfunktion for den k’te mindste ordensvariabel X,

Lad N veere en stokastisk variabel, der angiver antallet af heendelser {X; < x}, der
fremkommer blandt de n mulige. Der galder, at N ~ b(n, F(x)), og endvidere at
{X® < 2} = {N > k}. Med benyttelse af N kan fordelingsfunktionen for X op-
stilles:



Note til sandsynlighedsregning

1 (g) (F(a)’(1 - F(x)" ™"

=1-(1-F(x))", —00 < T < 00

e (@) = (n> (F(x))"(1 - F(z)"™"

= (F(2))", —00 < T <00

Tathedsfunktion for den k’te mindste ordensvariabel Xy,

Taethedsfunktionen for X, fas ved differentiation af fordelingsfunktionen:

n

Pr@ =3 (1) 10 (1) (1= Fw) ™ = = () (1 - )"

j=k

j(?)f(af) (F@) (1 = F(2))"

n
j=k

=Y g <j " 1) F@) (F@)Y ™ (1 - Fa)™

Idet der geelder, at (n—j+1) (jfl) = j(?), gar alle leddene pa neer ét ud mod hinanden,
hvorefter

n

o) = () @ (F@) (1= F@)' ™ —oo < <o

Specielt for X (1) og X():

=nf(z)(1— F( ))n_l, —00 < x < 00
(@) =n(2) @) (F @) (1= F@)°

Ovelse. Udled tzethedsfunktionen for X(;) ud fra den simultane taethedsfunktion for
(X1, X(@2)s---»X(m))- Vink: Bestem fgrst de marginale teethedsfunktioner for
(X@)s-+ s Xm))s s (X), - -+ » X(n)), 0g dernzest de marginale teethedsfunktioner for
(X(k:)aaX(n—l))a7X(k) O
Simultan fordelingsfunktion og tathedsfunktion for (X 1), X))

Fordelingsfunktionen:

Fix ) X (@1, ) = P(X1y <21, X(n) < n)
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( ) (F(ﬂfn )n, —00 < 71 < Ty, < 00

Undervejs blev det benyttet, at

{X(l) > $1} N {X(n) < xn} = ﬂ{$1 < X; <z}
j=1

Teathedsfunktionen:

82
fixay xe (@1520) = D210, o Fx0), X)) (@1, Tn)

= n(n— 1) f(@1) f(@n) (F(wn) — F(21))" %, —00 < @1 < @y < 50

Taethedsfunktion for variationsbredden R

Variationsbredden (eng. range) defineres som R = X,y — X(y). Betragt den todimensio-
nale variabel (X(1), R), der fremkommer af (X (), X(,,)) ved variabelskiftet

xr1 = xr1 =2 1
! ! & ! ! s J(xy,r) = O‘ 1.
r=2z, — I Tp=7+121 11
Teethedsfunktionen for (X(), R) bliver

fxm)(@1,r) = n(n = 1) f (@) f(r +z1) (F(r +21) — F($l))n_2‘1|-

Heraf den marginale taethedsfunktion for R:

fr(r) n—l/ f(u) f(r+u)(F (r—i—u)—F(u))n_Qdu, 0<r<oo

Eksempler

Eksempel 1. Betragt X; ~ U[0;1], 7 = 1,...,n, X;’erne uatheengige.
Den simultane teethedsfunktion for (X(y), X(2),..., X(n)):

f(X(D,X(Q),...,X(n))(‘rl’x27 . '7xn) = n!7 0 S T <X < - < Tp S 1,
dvs. (X(1), X(2), -, X(n)) er ligefordelt pa
{(x1,22,...,2p) ER" | 0< 21 <20 < -+- <y < 1},

Taethedsfunktionen for X,:

fxg (@) = k(Z) 2F (1 =z, 0<z<1

Tkt (n—k+1) 4,
T TR T(n—k+1) "
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dvs. X(y) er betafordelt?) med parametrene k og n — k + 1. Heraf

k(n—k+1)
(n+1)2(n+2)

k
EX(k) = n+ 1 og VarX(k) =

Teathedsfunktionen for R:

1-r
— -1 ’n—2d
falr) =n(n=1) [
=n(n—1)r""2(1—7), 0<r<1 O

Eksempel 2. Betragt X; ~e()\), i =1,...,n, X;’erne uatheengige.
Den simultane taethedsfunktion for (X (1), X(2),..., X(n)):

Y ek p
f(X(1>,X(2),...,X(n))(51717 T2, ..., .CEn) =nl\"e (z14z2+Fzn)

)

0<ri <9< - <xpp <

Teethedsfunktionen for X :

fx (@) = k<Z> )\e_("_kﬂ))‘”“(l — e_’\x)k_l, 0<z<o0

For X(l)t
fx(l)(:r) = ne ™7, 0 <2< oo, dvs. X(1) ~ e(nA)
For X(,:
[x i (@) = nie (1 — e*)‘x)n_l, 0<z<o0

Teathedsfunktionen for R:

fr(r) =n(n—1) / de e M) (e_)‘“ - e_)‘(’”’“))n_2 du
0

=(n-1)Xe (1~ e*’\’")n_Q nie” "M du
0

= (n—l))\e_)‘r(l—e_)‘r)nﬂ, 0<r<o O

Ovelse. Kontroller, at alle teethedsfunktioner i eksempel 1 og eksempel 2 integrerer op

til 1. O
-1 2(n—1
Dvelse. Vis, at i eksempel 1 bliver ER = n og VarR = (n ) . ([
n+1 (n+1)%2(n+2)
Ovelse. Udled middelveerdi og varians i betafordelingen. ]
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DEn betafordelt stokastisk variabel har tsethedsfunktion f(z) = ﬁ (1 —2)"1 0< 2 <1 Det
kan vises, at B(a, 8) = Flf‘(lgig)7 og at middelveerdi og varians er hhv. %_‘_ﬁ og W



