
Note til sandsynlighedsregning

Summationer

Ligefordelingen p̊a {1, 2, . . . , n}

Sandsynlighedsfunktion:

P (X = k) =
1

n
, k = 1, 2, . . . , n

Kontrol:
n∑
k=1

1

n
=

1

n

n∑
k=1

1 =
1

n
n = 1

Middelværdi og varians:

EX =

n∑
k=1

k
1

n
1) =

1

n

n(n+ 1)

2
=
n+ 1

2

E[X2] =
n∑
k=1

k2
1

n
2) =

1

n

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6

VarX = E[X2]− (EX)2 =
(n+ 1)(2n+ 1)

6
−
(n+ 1

2

)2
= (n+ 1)

4n+ 2− 3n− 3

12
=

(n+ 1)(n− 1)

12
=
n2 − 1

12

1)
n∑

k=1

k =

n∑
k=1

(n+ 1− k) =
1

2

n∑
k=1

(k + n+ 1− k) =
1

2

n∑
k=1

(n+ 1) =
n(n+ 1)

2

2)

n∑
k=1

k2 =

n∑
k=1

k∑
j=1

(j2 − (j − 1)2) =

n∑
k=1

k∑
j=1

(j + j − 1)(j − (j − 1)) =

n∑
k=1

k∑
j=1

(2j − 1)

=

n∑
j=1

(2j − 1)

n∑
k=j

1 =

n∑
j=1

(2j − 1)(n− (j − 1)) =

n∑
j=1

(2nj − 2j2 + 2j − n+ j − 1)

= −2
n∑

j=1

j2 + (2n+ 3)

n∑
j=1

j −
n∑

j=1

(n+ 1) = −2
n∑

j=1

j2 + (2n+ 3)
n(n+ 1)

2
− n(n+ 1)

⇒ 3

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 3− 2)

2
⇒

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

.
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Note til sandsynlighedsregning

Binomialfordelingen, X ∼ b(n, p)

Sandsynlighedsfunktion:

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n

Kontrol:
n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k = (p+ 1− p)n = 1

Middelværdi og varians:

EX =

n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n∑
k=1

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= p

n∑
k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
pk−1(1− p)(n−1)−(k−1)

= np
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pk(1− p)(n−1)−k = np,

idet den sidste sum er summen af alle punktsandsynligheder P (Y = k), hvor Y ∼
b(n− 1, p). Denne sum er derfor lig med 1.

E[X(X − 1)] =
n∑
k=0

k(k − 1)

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n∑
k=2

k(k − 1)

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= p2
n∑
k=2

n(n− 1)

(
n− 2

k − 2

)
pk−2(1− p)(n−2)−(k−2)

= n(n− 1)p2
n∑
k=0

(
n− 2

k

)
pk(1− p)(n−2)−k

= n(n− 1)p2

VarX = E[X2]− (EX)2 = E[X(X − 1)] + EX − (EX)2

= n(n− 1)p2 + np+ (np)2

= n2p2 − np2 + np− n2p2

= np(1− p)

Note: Bemærk, at X = X1 +X2 + · · ·+Xn, hvor Xi’erne er uafhængige Bernoullifordelte
variable, Xi ∼ b(1, p). Heraf f̊as en simplere udregning af middelværdi og varians:

EX =
n∑
i=1

EXi =
n∑
i=1

p = np

VarX =

n∑
i=1

VarXi =

n∑
i=1

p(1− p) = np(1− p)
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Note til sandsynlighedsregning

Den hypergeometriske fordeling, X ∼ h(M,N, n)

Sandsynlighedsfunktion:

P (X = k) =

(
M

k

)(
N −M
n− k

)
(
N

n

) , k = max{0, n+M −N}, . . . ,min{M,n}

Ved benyttelse af konventionen

(
n

k

)
= 0 for k < 0 og for k > n kan vi angive X’s

værdier til 0, 1, . . . , n.

Kontrol:

n∑
k=0

(
M

k

)(
N −M
n− k

)
(
N

n

) =
1(
N

n

) n∑
k=0

(
M

k

)(
N −M
n− k

)
=

1(
N

n

)(N
n

)
= 1

Middelværdi og varians:

EX =

n∑
k=0

k

(
M

k

)(
N −M
n− k

)
(
N

n

) =

n∑
k=1

k

(
M

k

)(
N −M
n− k

)
(
N

n

)

=
n∑
k=1

M

(
M − 1

k − 1

)(
(N − 1)− (M − 1)

(n− 1)− (k − 1)

)
N

n

(
N − 1

n− 1

)

=
nM

N

n−1∑
k=0

(
M − 1

k

)(
(N − 1)− (M − 1)

(n− 1)− k

)
(
N − 1

n− 1

)
= n

M

N
,

idet den sidste sum er summen af alle punktsandsynligheder P (Y = k), hvor Y ∼
h(M − 1, N − 1, n− 1).

E[X(X − 1)] =

n∑
k=0

k(k − 1)

(
M

k

)(
N −M
n− k

)
(
N

n

) =

n∑
k=2

k(k − 1)

(
M

k

)(
N −M
n− k

)
(
N

n

)

=
n∑
k=2

M(M − 1)

(
M − 2

k − 2

)(
(N − 2)− (M − 2)

(n− 2)− (k − 2)

)
N(N − 1)

n(n− 1)

(
N − 2

n− 2

)

=
n(n− 1)M(M − 1)

N(N − 1)

n−2∑
k=0

(
M − 2

k

)(
(N − 2)− (M − 2)

(n− 2)− k

)
(
N − 2

n− 2

)
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Note til sandsynlighedsregning

=
n(n− 1)M(M − 1)

N(N − 1)

VarX = E[X2]− (EX)2 = E[X(X − 1)] + EX − (EX)2

=
n(n− 1)M(M − 1)

N(N − 1)
+
nM

N
−
(nM
N

)2
=
nM

N

(nM − n−M + 1

N − 1
+ 1− nM

N

)
=
nM

N

nMN −mN −MN +N +N2 −N − nMN + nM

N(N − 1)

=
nM

N

N(N − n)−M(N − n)

N(N − 1)

=
nM

N

(N −M)(N − n)

N(N − 1)

= n
M

N

(
1− M

N

)N − n
N − 1

Note: Ved benyttelse af indikatorvariable kan X skrives som X = I1 + I2 + · · · + In,
EIi = M

N , VarEi = M
N

(
1 − M

N

)
, Cov(Ii, Ij) = M

N
M−1
N−1 −

(
M
N

)2
, i 6= j. Heraf f̊as en

alternativ udregning af middelværdi og varians:

EX =

n∑
i=1

EIi = n
M

N

VarX =
n∑
i=1

VarIi +
∑
i 6=j

Cov(Ii, Ij)

= n
M

N

(
1− M

N

)
+ n(n− 1)

(M
N

M − 1

N − 1
−
(M
N

)2)
= n

M

N

[
N −M
N

+ (n− 1)
MN −N −MN +M

N(N − 1)

]
= n

M

N

N −M
N

(
1− n− 1

N − 1

)
= n

M

N

(
1− M

N

)N − n
N − 1

Poissonfordelingen, X ∼ p(λ)

Sandsynlighedsfunktion:

P (X = k) =
e−λλk

k!
, k = 0, 1, . . .

Kontrol:
∞∑
k=0

e−λλk

k!
= e−λ

∞∑
k=0

λk

k!
= e−λeλ = 1
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Note til sandsynlighedsregning

Middelværdi og varians:

EX =
∞∑
k=0

k
e−λλk

k!
= λ

∞∑
k=1

e−λλk−1

(k − 1)!
= λ

∞∑
k=0

e−λλk

k!
= λ

E[X(X − 1)] =
∞∑
k=0

k(k − 1)
e−λλk

k!
= λ2

∞∑
k=2

e−λλk−2

(k − 2)!
= λ2

∞∑
k=0

e−λλk

k!
= λ2

VarX = E[X2]− (EX)2 = E[X(X − 1)] + EX − (EX)2 = λ2 + λ− λ2 = λ

Den geometriske fordeling, X ∼ g(p)

Sandsynlighedsfunktion:

P (X = k) = p(1− p)k−1, k = 1, 2, . . .

Kontrol:
∞∑
k=1

p(1− p)k−1 = p

∞∑
k=0

(1− p)k = p
1

1− (1− p)
= 1

Middelværdi og varians:

EX =
∞∑
k=0

P (X > k) 3) =
∞∑
k=0

(1− p)k =
1

1− (1− p)
=

1

p

E[X(X − 1)] =
∞∑
k=0

2kP (X > k) 4) = 2
∞∑
k=0

k(1− p)k

=
2(1− p)

p

∞∑
k=1

kp(1− p)k−1 =
2(1− p)

p
EX =

2(1− p)
p2

VarX = E[X2]− (EX)2 = E[X(X − 1)] + EX − (EX)2

=
2(1− p)
p2

+
1

p
−
(1

p

)2
=

2− 2p+ p− 1

p2
=

1− p
p2

Den stokastiske variabel Y = X − 1 siges ogs̊a at være geometrisk fordelt. Sandsynlig-
hedsfunktion, middelværdi og varians for Y er

P (Y = k) = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .

3)Alternativt: EX =

∞∑
k=1

kp(1− p)k−1 = p

∞∑
k=1

k(1− p)k−1 = p
1

(1− (1− p))2
=

1

p

4)
Alternativt: E[X(X − 1)] =

∞∑
k=1

k(k − 1)p(1− p)k−1 = p(1− p)

∞∑
k=2

k(k − 1)(1− p)k−2

= p(1− p)
2

(1− (1− p))3
=

2(1− p)

p2
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Note til sandsynlighedsregning

EY = E(X − 1) = EX − 1 =
1

p
− 1 =

1− p
p

VarY = Var(X − 1) = VarX =
1− p
p2

Den negative binomialfordeling, X ∼ nb(r, p)

Sandsynlighedsfunktion:

P (X = r) =

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−r, k = r, r + 1, . . .

Kontrol:

∞∑
k=r

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−r = pr

∞∑
k=0

(
k + r − 1

r − 1

)
(1− p)k

= pr
∞∑
k=0

(
k + r − 1

k

)
(1− p)k

= pr
∞∑
k=0

(−1)k
(
−r
k

)
(1− p)k

= pr
∞∑
k=0

(
−r
k

)
(p− 1)k

= pr(1 + p− 1)−r = prp−r = 1

I regningerne blev det benyttet, at(
k + r − 1

k

)
=

(
r + k − 1

k

)
=

(r + k − 1)(r + k − 2) · · · (r + 1)r

k!

= (−1)k
−r(−r − 1) · · · (−r − k + 2)(−r − k + 1)

k!

= (−1)k
(
−r
k

)
Endvidere blev formlen i baggrundsnote til sandsynlighedsregning side 6 linie 3 fra neden
anvendt.

Middelværdi og varians:

EX =

∞∑
k=r

k

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−r

= pr
∞∑
k=r

r

(
k

r

)
(1− p)k−r = rpr

∞∑
k=0

(
k + r

r

)
(1− p)k

= rpr
∞∑
k=0

(
k + r

k

)
(1− p)k

= rpr
∞∑
k=0

(−1)k
(
−(r + 1)

k

)
(1− p)k
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Note til sandsynlighedsregning

= rpr
∞∑
k=0

(
−(r + 1)

k

)
(p− 1)k

=
r

p
pr+1(1 + p− 1)−(r+1) =

r

p

E[X(X + 1)] =
∞∑
k=r

k(k + 1)

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−r

= pr
∞∑
k=r

r(r + 1)

(
k + 1

r + 1

)
(1− p)k−r

= r(r + 1)pr
∞∑
k=0

(
k + r + 1

r + 1

)
(1− p)k

= r(r + 1)pr
∞∑
k=0

(
k + r + 1

k

)
(1− p)k

= r(r + 1)pr
∞∑
k=0

(−1)k
(
−(r + 2)

k

)
(1− p)k

= r(r + 1)pr
∞∑
k=0

(
−(r + 2)

k

)
(p− 1)k

=
r(r + 1)

p2
pr+2(1 + p− 1)−(r+2) =

r(r + 1)

p2

VarX = E[X2]− (EX)2 = E[X(X + 1)]− EX − (EX)2

=
r(r + 1)

p2
− r

p
−
(r
p

)2
=
r2 + r − rp− r2

p2

=
r(1− p)
p2

Note: Bemærk, at X = X1 + X2 + · · · + Xr, hvor Xi’erne er uafhængige geometrisk
fordelte variable, Xi ∼ g(p). Heraf f̊as en simplere udregning af middelværdi og varians:

EX =
r∑
i=1

EXi =
r∑
i=1

1

p
=
r

p

VarX =
r∑
i=1

VarXi =
r∑
i=1

1− p
p2

=
r(1− p)
p2
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