Note til sandsynlighedsregning

Den todimensionale normalfordeling

Definition

En todimensional stokastisk variabel (X,Y’) siges at veere todimensional normalfordelt
med parametrene g, i2, a%, U% og p, nar den simultane teethedsfunktion for (X,Y’) kan
skrives

flz,y) = eXp(—1 [ =1 y—p] 71 [x_m}), (z,y) € R?,
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Bemeerk, at

det ¥ = 0203 — p?0?03 = olo3(1 — p°) > 0,

og at
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Kort notation: (X,Y) ~ No(u1, pa, 03,03, p).

Marginalfordelinger

Simplere regninger opnas ved midlertidigt at indfgre substitutionen z—p; = o1u, y—pe =
oo i f(z,y).
Nogle mellemregninger:
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Bestemmelse af marginalfordelingen for X:
fx@) = [ sy
= / f(z(u),y(v))oadv, idet dy = oadv

1 exp<—1<u2 + M )Jgdv

_/—oo 271'0'10‘2\/1—,02 2 1—p2
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= exp| —=u ————exp|————3~
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= ——exp|l—=u") -1,
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idet funktionen under det sidste integraltegn ses at vaere taethedsfunktion for en normal-

fordelt stokastisk variabel med middelveerdi pu og varians 1 — p?.

Ved tilbagesubstitution u = *_f% far vi

fx(z) =

1 <fc—/~u>2> LeR

exp( —
\/271'0'1 p( 20’%
dvs. X ~ N(p1,0?). Analogt far vi Y ~ N(uz, o3).

Bemsark, at de forste fire parametre i den todimensionale normalfordeling hermed har
faet en tolkning.

Vedrgrende den sidste parameter p kan vi forelgbig iagtage, at
p=0 & flz,y)=fx(x)fy(y) < X ogV uafhangige,
p#0 &  f(z,y) # fx(@)fy(y) < X ogY athengige.

En betinget fordeling

Vibetinger med X = x og udnytter samme midlertidige substitution som i det foregaende
afsnit:

[(y) _ Fla(u).y)
Fx@) ~ fx(ew)

L (L (w2 )
_ 2mo109y/1 — p? 2

fY|x(y) =

Toma ()
exp(—=u
2moy PAT2

DTilbagesubstitution u = Z;fl , V= Z;;” i dette udtryk giver

U (=)’ o (@—p)y—pa) | (y—p)’
1 2 2 P + 5} )
—p o7 0102 g3

som tillige med udregningen af det ¥ indfgres i den simultane teethedsfunktion f(x,y). Herved kommer
f(x,y) pa en form, som ofte benyttes:

flz,y) = ;GXI%— 1 P (($_#1)2 o Qp(:r—/n)(y — p2) n (y—,ug)Q))

2mo1024/1 — p? 2(1— U% 0102 Ug
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_ ! exp(_(v—pU)Z)’ u =
V271o9:/1 — p? 2(1-p?) v =k

= 1 exp (_(y;;2 px;i“ )2
V21091 — p? 2(1-p?)

_ 1 . p(_(y(u2+p§f(~’vu1)))2) yeER
V21091 — p? 203(1 — p?) x fast

Heraf ses, at
02
Yie ~ N+ p =@ = ), a3(1 = p%).

E[Y |x] som funktion af 2 kan opfattes som X’s bidrag til en systematisk indvirkning pa Y’
og med Var(Y'|z) som udtryk for en tilfeeldig overlejret virkning. Under denne synsvinkel
kaldes 02(1 — p?) residualvariansen. Bemeerk, at o3(1 — p?) < 02, og at residualvariansen
ikke afheenger af x.

Lader vi i residualvariansen p ga mod 1 eller —1, far vi graensevaerdien 0, hvoraf fglger
02
P(Y |z = p2 + Py (=) = 1.
Hele sandsynlighedsmassen bliver altsa i greensen koncentreret pa linien
02
y=p2+ —=(z —m),
01

som har heeldning Z—f for p — 1 og heeldning _«% for p — —1.
Den bedste praediktor g(X) for Y, dvs. den praediktor der minimerer E[(Y — g(X))?], er
E[Y|X]?. Fra udtrykket for fordelingen af Y|z ovenfor ser vi, at

02
E[Y|X] = p2 + pE(X — ).
For den todimensionale normalfordeling geelder altsa, at den bedste preediktor samtidig

er den bedste linesere praediktor.

Tolkning af parameteren p

Ved at benytte fordelingsresultatet for Y |x pa de standardiserede variable U = Xo;l’“ ~
N(0,1) og V = X=£2 ~ N(0,1) far vi

Viu~ N(pu,1—p?),

og dermed E[V|U] = pU.
Kovariansen mellem U og V udregnes:
Cov(U,V) =E[UV] = E[E[UV|U]] = E[U E[V|U]]
= E[UpU] = pE[U?] = pVarU = p.

Y Ve BI(Y — g(X))?| ] = B[(Y - B[Y] + E[Y] - g(X))?| «] = Var[Y]a] + (E[Y]a] - g(x))?



Note til sandsynlighedsregning

Dernaest udregnes kovariansen mellem X = o1U + puy og Y = 09V + po:
Cov(X,Y) = Cov(o1U + p1,09V + pe) = o109 Cov(U, V) = poios,

og endelig korrelationen mellem X og Y:

Cov(X,Y)  pojoz

X)Y)= =
2 ) v Var X+v/VarY 0102

Parameteren p er altsa korrelationskoefficienten mellem X og Y.

De tidligere udsagn om afhzengighed /uatheengighed af X og Y kan nu omformuleres til:

X og Y er uathaengige, nar og kun nar X og Y er ukorrelerede.

Dette resultat er unikt for normalfordelte variable. I almindelighed gaelder kun, at uaf-
haengige variable er ukorrelerede.

Niveaukurver for f(x,y) nar p =0

Med p = 0 har vi

Hny) = 1 exp<_;((x_51)2+(y_52)2)),

2mwo109

og dermed for 0 < k < (27o109) 7!

_ 2 _ 2
f(x,@/) =k < ('T éul) + (y 52) = —21H(27T0'102k) =k
91 72
_ 2 _ 2
-, -’ |

(o1vE)?  (o2v/ke)?

=

Heraf ses, at niveaukurverne er ligedannede ellipser med centrum i (p1,u2) og med
halvakser o1 \/ —21In(2mwoy02k) og o2 \/ —21n(27o02k) parallelle med koordinatsystemets
akser. Ellipsernes ekscentricitet® er

=

max{o1, 02}

uafhaengig af k. For o1 = 09 = o er niveaukurverne cirkler med centrum i (0, 0) og radius
oy/—2In(2mwc?k).
Niveaukurver for f(z,y) nar p # 0

Her bliver ligningen for niveaukurverne mere kompliceret. Med 0 < k <

(2mo1094/1 — p?) 7t far vi

flx,y) =k <

3) Ekscentriciteten e i en ellipse er forholdet mellem breendpunktsafstanden og storaksen. Udtrykt ved

den halve storakse a og den halve lilleakse b gaelder € = 1 — Z—i.
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Bemsrk, at venstre side er en kvadratisk form, som kan repraesenteres af en symmetrisk

2 P 1
72.%'1 — 2ﬂ$1y1 + 723/
o7 0103 03

matrix:
1

en form med rene kvadratled.

2 _
=

akseparallelt z1y;-koordinatsystem med origo i (z,y) = (u1, 12). Ligningen bliver

1
Ty + —yi = ki
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Ved at indfgre substitutionen r — puy = x1, y — puo = y; far vi ligningen udtrykt i et

Ved at lgse egenvaerdiproblemet for matricen, kan vi omforme den kvadratiske form til

Egenvaerdierne bestemmes til
1/1 1 1 1.2  4p?
)‘25(72+72i (5—=)+ 22)4)7
01 03 01 03 0101
og egenvektorerne hgrende hhv. til den mindste egenveerdi \; og den storste egenvaerdi
Ao findes som
2p 1 1 1 1.2 4p?
"’1:“( s~y (=) ﬁ>5)’ ti #0,
o102 0] 05 oy 05 ojo7
0g
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Som kontrol pa regningerne ses, at v1-v2 = 0. I et xoys-koordinatsystem med basisvekto-
rerne II%II og II%II og med samme origo som i x7y;-koordinatsystem kan den kvadratiske

form udtrykkes som \jz3 + Aoy3. Ligningen for niveaukurverne bliver
73 Y3

)\]_-T% + >\ng = kl <~ P) + 5 =
ki Kk
(W) (Vh)

Heraf ses, at niveaukurverne er ligedannede ellipser med centrum i (z,y) = (u1, p2) og

med den halve storakse og lilleakse hhv.

[k1 | =4(1 = p*) In(2710102/1 — p?k)
A 1 1 1 1\2 | 4p?
N Er VG
og
[k1 | =4(1 = p*) In(2mo1021/1 — p?k)
Ay 1 1 1 12, 4p%
> N Ea VG -2

I forhold til zy-koordinatsystemet ligger xoys-koordinatsystemet drejet med vinklen

o109/ 1 1 1 1.2  4p?
= arctan —(———4— —- — —5 —|——)
4 < 2p \o? o2 \/(O'% U%) o202

(U% — o7+ \/(0’% —02)2 + (2p0102)2>>.

= arctan(
2/)0’102

Bemeerk, at 0 <o < § for 0 <p<1,ogat -5 < <0for =1 <p<O0.
2t
ML 1 kan udtrykket for ¢ simplificeres til

Ved benyttelse af formlen tan2¢p = ———5—
1 —tan® ¢

1 2 0109
= arctan 227122 o} # 03
2 2 2 ) 1 2
— 01— 03
T
2 _ 2
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e = =
Ao 1 1132 4p?
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02 __P l_(i+i)+\/(i_i2+4/’2) 2p 1 1 1 1\2 4p2
o'%o'g o102 2 o'% o'g a% ;% 20’%0’? ~ | 7102 é - g + \/(? - :%) + o102
= (-(F+E)VE-D ) 0 0
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7)
- 255555 (03 — 0f + /(03 — 07)2 + (2p0102)?)
(p:
- m((ﬂg —0?)? +2(03 — 0%)\/(03 — 03)? + (2p0102)% + (05 — 0%)? + (2p0102)?)
2p0102 (03 — 0f + /(0% —03)2 + (2p0102)%)  2poi02
T o2

 —(03 = 0%)(03 — 03 + /(03 — 0D + (2p0102)?)
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ODvelse. Vis, at for p = 0 bliver udtrykket for ekscentriciteten identisk med det tidligere
fundne udtryk. O

Avelse. Vis, at for o1 = o9 bliver ekscentriciteten %"’,‘0'. O

Transformation til uafhangige variable

Ved omformningen af den kvadratiske form i taethedsfunktionen for f(z,y) introduce-
rede vi et basisskift med basisskiftmatrix {CQS@ ey
sing  cosp

arctan (g5 (03 — 0f + /(03 — 1) + (2p0102)?)).

= 8) i S 3 COS
Udnyttes formlen arctan z = arcsin \/T , kan sin ¢ findes, hvorefter ogsa cos ¢ kan

] . Vinklen ¢ blev bestemt til

bestemmes. Vi far

73— oF + /(] — D+ 2pori0a)

siny = )
V2\/(2p0102)2 + (63 — 07) (03 — 03 + /(03 — 022 + (200102)?)
\/ipa 102
cosp = :
V/(200102)2 + (03 — 03)(03 — 0F + /(03 — oD + (2p0102)%)
Ovelse. Eftervis udtrykket for cos . ([

Sammenhangen mellem koordinaterne i hhv. x1y1- og i xays-koordinatsystemet er
T1| _ |cosp —sing| |z
y1] [sing cose | |y2]’
To| | cose sing| |x1| | cosp sing| |T— py
yo| |—sing cose| |y1| |—sing cose| |y — |’

Vi vil nu bestemme teethedsfunktionen for den todimensionale stokastiske variabel (X2, Y3).
Ved substitution i teethedsfunktionen for (X,Y") far vi

hvoraf

1

1
exp(—i
2no1094/1 — p? 2(1—p?)

idet J(z2,y2) = 1. Kan dette udtryk sekvivalere den simultane taethed for to uathengige
normalfordelte variable? I givet fald ma der ogsa geelde, at

f(w2,12) = (i + Aogd) ) 1,

1 1,23 o2 )
f(x2,y2) = Dy eXP( 2(03 + Ui) .

8)

Spores ( 03 — o1 + /(03 — 07)? (2P0102)2)

2
\/1 + Gy (03 = 02 + V(0 = D7 + (20102))
03 — of + /(03 — 03)> + (2p0102)>
V2\/(200102)2 + (0% — 02) (0% — 0% + /(0% — 02)2 + (2p0102)?)

(p = arcsin

= arcsin
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Ved at sammenholde de to udtryk for f(xs,ys) aflaeses kravene

0304 = 01021/ 1 — p?

0g
1 1 1 1 1 1
-+ —==——MN+A :7(— —)
o3 o} 1—;)2(1+ 2) 1— p? J%+J§
2.2
Indsaettes 1}p2 = Z§Z§ fra den fgrste ligning i den sidste ligning, kan denne erstattes af
3Y4

a§+aZ:a%+a§.
Herefter 1gses ligningerne mht. O'g og 03
ol = %(0% + 02 + \/(U% +03)%? — 40102ﬂ)7
o2 = %(0% + o2 — \/(o% +03)2 — 40102ﬂ).

ODvelse. Vis, at lgsningen bliver som angivet. U

Vi kan altsa konkludere, at X5 og Y5 er uafhengige, og at

1
Xy ~ N(0,§<a% + 02+ \/(0’% +02)2 — do1094/1 —p2>),

Yo ~ N(O,%(U% + 0% — \/(0% +03)2 — doyoa\/1 — p2>).

Linezere transformationer af (X,Y)

Vedrgrende linesere transformationer af (X,Y) ~ Na(u1, pu2,01,02,p) i almindelighed,
herunder linearkombinationer af X og Y, henvises til afsnit 3 i note om den flerdimen-
sionale normalfordeling.
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