Egenveerdier og egenvektorer.

Lad A veere em x n matrix. Et tal\ € C kaldes eregen-
vaerdi for A, hvis der findes (mindst en) vektars# O, der

opfylder matrixligningen
AV = Av. ()
En vektorv =£ 0, der opfylder(x) kaldes en tilhgrendegen-
vektor.
Matrixligningen(x) har en ikke-triviel lgsning netopam
A— Al

er ikke-invertibel. Egenveerdierne fAikan derfor findes ved

at lgse derkarakteristiske ligning
(K) detfA—Al,) =0,

hvor venstresiden kan vises at veere et polynomium af grad

n (polynomium iA).
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Giveten egenvaer(ii, finder man de tilhgrende egenvektorer

ved at lgse matrixligningen
(A—=Alp)x =0.
Notation: Underrummet
Nul(A—Al,) C R"

kaldesegenrummethgrende til egenvaerdién

Bemaerk: vi ved kun at din@NuI(A—XIn)) > 1. Dimensio-
nen kan meget vel veere 1. Normalt finder man ehasisaf

egenvektorer for NLQA—XIn) hgrende til egenvaerdien

Procedure: Givet enn x n matrix A.
e FiINd A’s egenveerdiek,,. .., A, ved at lgse den karakte-
ristiske ligning
detfA—Al,) =0.
e For hver egenveerdi;, find en basis af egenvektorer for

egenrummet
NUl(A— Ail,).



3

Eksempel 1.Find egenveerdierne og de tilhgrende egenvektorer for

Karakteristisk ligning:

1—A 2 5
0 =det =AN4+A—=6.= A=
2 —2—A

Egenvektor fo = 2: Vi lgser

el

Egenvektor fol = —3: Vi lgser

Eksempel 2. Egenveaerdierne for en gvre trekantmatlix= [u;;] er netop

diagonal elementern®, Uy, ..., Unn. Falger fra:

Ui — A * * *
0 Upo— A * *
0 O Upn—A

= (Ugz—A)(Uz2—A) -+ (Unn—A).

detU — Al,) = det




Hvad kan det bruges til?
Eksempel: Lineaere differentialligningssystemer.Vi be-

tragter differentialligningssystemet
X1 = @11X1 + 812X + - - - 4 A1nXn

X, = Ap1X1 + 8poXp + + - - + AonXn

Xn = 81Xt + 8n2X2 4 - - -+ BapXn
Det kan skrives kort
X' = AX,
hvor A = [&;] er en kvadratisk matrix. En lgsning til syste-
met er en vektorfunktion(t) = [xy(t),%(t),...,%,(t)]T, der

opfylder samtlige ligninger i systemet.

Vi geetter:x(t) = veM. Det indsaettes i ligningen:
Aty = Avet = Av = Av.

Dvs:x(t) = veM er en Igsning, hvia ogv er hhv. egenveerdi

0g egenvektor foA.



Eksempel:Las begyndelsesveerdiproblemet

1 2

X' = X, x(0) = (1,4).
2 —2
Fra for:
. 2
Egenveerdh = 2, tilhgrende egenvektar= :
1
. 1
Egenveerdh = —3, tilhgrende egenvektar=
—2
Dvs. L _
2 1
X(t) = ¢ e+, e,
1 —2
Konstanterne; og c, bestemmes ved at lgse:
2 1 1
Cy +Cy — = C1=—-6/5 c,=7/5.
1 —2 4
Lasning:
122 | 7o 3]
Xt)=1] > °
_ 6 _ 1453
- 5 5 -




Diagonalisering.
Definition. Lad A veaere em x n-matrix. A siges at veere dia-

gonaliserbar hvié\ er simileer med en diagonal matrix, dvs.
A=PDP

hvor D er en diagonal matrix.

Seetning.Lad A vaere em x n-matrix. A er diagonaliserbar

hvis og kun hvisA harn lineaert uafhaengige egenvektorer.

| fald A harn lineaert uafhaengige egenvektowgrvs, ..., Vv,

med tilhgrende egenveerdigr, Ao, ..., An, kan vi skrive
A=PDP !,

hvorP = [v1Vz---vy 0gD =diagA1, A2, ..., Ap).

Seetning. Lad A veaere enn x n-matrix. Hvis A har n for-
skellige egenveerdier, da hArnetopn lineaert uafheengige

egenvektorer oé\ kan derfor diagonaliseres.
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En afsluttende saetning om diagonalisering.

Seetning. Lad A veere enn x n-matrix med de forskellige
egenveerdieky, Ao, ... A, (r < ner tilladt).

e For 1<k <r: dimensionen af egenrummet hgrende til
Ak er mindre end eller lig med multipliciteten &f som
rod i det karakteristiske polynomium fé« Det formu-
leres ofte &ledes: dergeometriske multipliciteaf et
egenrum er mindre end eller lig med dalgebraiske
multiplicitet af egenrummet.

e MatricenA er diagonaliserbar hvis og kun hvis summen
af dimensionerne of egenrummene hgrendefil. . | A,
er preecisn. Dvs. hvis og kun hvis den algebraiske og
geometriske multiplicitet er ens for alle egenrum.

e Hvis A er diagonaliserbar, o er en basis af egenvek-

torer for egenrummet hgrendexXil, da udgar
{B,Bo,..., 5B}

en basis foiR" beshende af egenvektorer féc
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