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Udarbejdet af Arne Jensen

1 Indledning

I forbindelse med kurset Matematisk Analyse 2 p̊a Mat 2 afholdes et fordybelsesprojekt med
et omfang af 3 ECTS. Fordybelsesprojektet gennemføres kun af de matematik studerende,
ikke de økonomi studerende.

Dette dokument er oplægget til fordybelsesprojektet. Oplægget er mere detaljeret end
et sædvanligt projektoplæg, givet den begrænsede tid der er til projektet. Det er af samme
grund ogs̊a mere fokuseret med færre valgmuligheder end i et stort projekt.

I løbet af ugen skal hver gruppe udarbejde en mini-rapport, som dokumenterer arbejdet
med projektet.

I de to følgende afsnit præsenteres en række resultater, og nogle problemstillinger skit-
seres. Der er et antal steder underafsnit markeret som Opgave. Disse indeholder opgaver,
beviser, spørgsmål etc., som skal være med i besvarelsen. Andre afsnit er markeret med
Forslag. Det er forslag til uddybende overvejelser, som gerne skal med, men som ikke er
obligatoriske.

I afsnit 4 er der s̊a formuleret en række mere åbne problemstillinger, som man kan arbejde
med. Den første problemstilling vedrørende elementære funktioner bør indg̊a i projektet. De
andre efter tid og interesse.

Emnet er potensrækker og deres anvendelse til løsning af differentialligninger, samt for-
bindelsen til elementære funktioner. Forudsætningerne er dels hele Matematiksemesteret
efter̊ar 2010, og dels de 8 første kursusgange, med tilhørende opgaver, i kurset Matematisk
Analyse 2.

Fordybelsesprojektet evalueres i uge 11 eller 12 ved en individuel prøve. Prøven tager
udgangspunkt i den afleverede rapport, som danner grundlag for en diskussion af de bear-
bejdede problemstillinger. Efterfølgende gives karakteren best̊aet/ikke best̊aet.

2 Differentialligninger

Vi starter med nogle resultater vedrørende differentialligninger. Følgende resultat forudsæt-
tes velkendt. Den euklidiske norm p̊a Rn betegnes som sædvanligt med ‖·‖.

Antagelse 2.1. Lad I ⊆ R være et ikke-tomt åbent interval, Ω ⊆ Rn en ikke-tom åben
delmængde, og F : I×Ω→ Rn en kontinuert funktion, der for et M > 0 opfylder Lipschitz-
betingelsen

‖F(x,y1)− F(x,y2)‖ ≤M‖y1 − y2‖ (2.1)

for alle x ∈ I og alle y1,y2 ∈ Ω.
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Et system af n første ordens sædvanlige differentialligninger med begyndelsesbetingelsen
y0 ∈ Ω i x0 ∈ I kan da skrives p̊a vektorform som

dy

dx
(x) = F(x,y), (2.2)

y(x0) = y0. (2.3)

Et hovedresultat er da eksistens- og entydighedsætningen. Vi forudsætter løsningsbegrebet
velkendt.

Sætning 2.2. Lad F opfylde Antagelse 2.1. Til enhvert (x0,y0) ∈ I × Ω findes et δ > 0,
s̊aledes at (2.2) med begyndelsesbetingelsen (2.3) har en entydigt bestemt kontinuert diffe-
rentiabel løsning, defineret p̊a intervallet (x0 − δ, x0 + δ).

Betragt nu følgende mængde af funktioner, indiceret med parametrene x0 ∈ R og k ∈ N0.

Definition 2.3. Lad x0 ∈ R og k ∈ N. Vi definerer

Vkx0 =
⋃
δ∈R+

Ck((x0 − δ, x0 + δ),R)

Bemærk, at definitionsintervallet i denne definition kan variere med funktionen. Man
siger ofte, at f ∈ Vkx0 er defineret og k gange kontinuert differentiabel i en omegn af x0.

Opgave 1. Overvej, at med den naturlige definition af addition af funktioner og skalarmul-
tiplikation, er mængden Vkx0 et reelt vektorrum.

En af anvendelserne af Sætning 2.2 er et tilsvarende eksistens- og entydighedsresultat
for højere ordens sædvanlige differentialligninger. Vi skal her kun se p̊a et specielt tilfælde,
nemlig en enkelt andenordens lineær ligning. Faktisk vil vi koncentrere os om den homogene
ligning.

Vi ser først p̊a en ligning af formen

d2u

dx2
(x) + q1(x)

du

dx
(x) + q0(x)u(x) = g(x). (2.4)

Til en s̊adan ligning hører to begyndelsesbetingelser

u(x0) = u0,
du

dx
(x0) = u1. (2.5)

Begyndelsesværdiproblemet givet ved (2.4) sammen med (2.5) kan omskrives til et begyn-
delsesværdiproblem for et første ordens system p̊a følgende måde. Vi tager n = 2, Ω = R2,
og sætter med y = (y1, y2)

y1(x) = u(x), (2.6)

y2(x) =
du

dx
(x), (2.7)

F(x,y) = (y2(x),−q1(x)y2(x)− q0(x)y1(x) + g(x)). (2.8)

Opgave 2. Vis, at med disse definitioner er begyndelsesværdiproblemet givet ved (2.4)-(2.5)
ækvivalent med det tilsvarende problem for systemet defineret ovenfor.

Vi har følgende sætning om eksistens og entydighed.
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Sætning 2.4. Antag, at funktionerne q1, q0, og g er definerede og kontinuerte p̊a et ikke-
tomt åbent interval I. Antag x0 ∈ I og (u0, u1) ∈ R2. S̊a findes der et δ > 0, s̊a at problemet
givet ved (2.4) og (2.5) har en entydig bestemt to gange kontinuert differentiabel løsning,
defineret p̊a (x0 − δ, x0 + δ).

Opgave 3. Med brug af Sætning 2.2 formuleret ovenfor, giv et bevis for Sætning 2.4

Hint Vis, at den i (2.8) definerede funktion F opfylder betingelserne i Antagelse 2.1 p̊a et
åbent delinterval I ′ ⊆ I med x0 ∈ I ′.

Forslag. Generalisér ovenst̊aende resultater til en ligning af orden k ≥ 3 med kontinuerte
koefficienter.

Vi koncentrerer os nu om den homogene ligning. I den forbindelse minder vi om teorien
i matematikkurset p̊a Det Ingeniør-, Natur- og Sundhedsvidenskabelige Basis̊ar, se [6].

I det følgende antager vi, at q1 og q0 er givne kontinuerte funktioner p̊a et interval I. Vi
har ogs̊a fast valgt x0 ∈ I.

Definition 2.5. Med N betegnes mængden af løsninger til problemet

d2u

dx2
(x) + q1(x)

du

dx
(x) + q0(x)u(x) = 0, (2.9)

som tilhører rummet V2
x0

.

Forslag. Vis, at N er et underrum af V2
x0

.

Bemærk, at resultatet kan findes i [6].

Opgave 4. Vis, at N er et to-dimensionalt vektorrum. Som basis kan vælges funktionerne
u og v, som begge løser (2.9), og som opfylder følgende begyndelsesbetingelser:

u(x0) = 1,
du

dx
(x0) = 0, (2.10)

v(x0) = 0,
dv

dx
(x0) = 1. (2.11)

Forslag. Slut ud fra ovenst̊aende, at der findes et δmin, s̊aledes at alle løsninger til begyn-
delsesværdiproblemet for den homogene ligning mindst er definerede (og er løsninger) p̊a et
interval (x0 − δ, x0 + δ) med δ ≥ δmin.

Forslag. Forklar sammenhængen mellem den fuldstændige løsning til en inhomogen anden
ordens ligning og rummet N .

Vi bemærker, at ligningen (2.4) sommetider betragtes i den lidt mere generelle form

p2(x)
d2u

dx2
(x) + p1(x)

du

dx
(x) + p0(x)u(x) = g(x). (2.12)

Her antager vi, at alle pj, j = 0, 1, 2, og g er kontinuerte p̊a et interval I. Hvis x0 ∈ I er et
punkt hvor p2(x0) 6= 0, s̊a kan vi bestemme et interval J ⊆ I med x0 ∈ J og p2(x) 6= 0 for
alle x ∈ J . Dermed kan vi dividere igennem med p2, og ligningen er reduceret til formen
(2.4), men muligvis p̊a et mindre interval J .

Tilfældet p2(x0) = 0 er vigtigt, og optræder i en del ligninger fra den matematiske fysik.
Se afsnit 4.3 nedenfor.
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3 Potensrækkeløsning til differentialligning

Vi bruger i det følgende resultater fra [4] vedrørende potensrækker. Vi minder blandt andet
om, at en funktion givet ved en potensrække med konvergensradius ρ > 0 er uendeligt ofte
differentiabel. Vi minder ogs̊a om, at koefficienterne er entydigt bestemt. Se [4, Sætning
9.41].

Vi fortsætter med samme notation som ovenfor, og gentager ikke antagelser om interval
I etc. Der gælder følgende generelle sætning.

Sætning 3.1. Antag at q1 og q0 kan udvikles i potensrækker omkring x0, begge med kon-
vergensradius mindst ρ > 0. S̊a kan enhver løsning til den homogene ligning (2.9) udvikles
i en potensrække om x0 med konvergensradius mindst ρ.

Denne sætning skal ikke bevises her generelt. (N̊ar en del af teorien for analytiske funk-
tioner er gennemg̊aet, s̊a kan man give et bevis, baseret p̊a fixpunktsætningen.) Vi bruger
den som motivation for en løsningsmetode til differentialligninger, som baserer sig p̊a at fin-
de løsninger i form af en potensrække. Man gætter p̊a en løsning i form af en potensrække
med ukendte koefficienter, og forsøger derefter først at bestemme koefficienterne, og dernæst
at vise, at konvergensradius for den fundne potensrække er positiv.

Der gælder et resultat svarende til Sætning 3.1 for en første ordens homogen ligning

dy

dx
(x) + q0(x)y(x) = 0, (3.1)

y(x0) = y0, (3.2)

hvis q0 kan udvikles i en potensrække omkring x0.
Vi vil nu først illustrere fremgangsmåden i et tilfælde, hvor løsningen er kendt. I de to

næste eksempler ser vi p̊a en anden ordens ligning, hvor løsningerne ikke er kendte.

3.1 Eksempel 1

Vi ser p̊a problemet

dy

dx
(x)− y(x) = 0, (3.3)

y(0) = 1, (3.4)

Vi starter med at regne formelt. Antag, at løsningen kan udvikles i en potensrække omkring
nul:

y(x) =
∞∑
n=0

anx
n. (3.5)

Vi har da
dy

dx
(x) =

∞∑
n=0

annx
n−1. (3.6)

Vi skifter summationsindex og sætter ind i differentialligningen (3.3), s̊aledes at vi f̊ar

∞∑
n=0

(
(n+ 1)an+1 − an

)
xn = 0. (3.7)

P̊a grund af entydighed af koefficienter må vi derfor have

(n+ 1)an+1 − an = 0, n = 0, 1, 2, . . . . (3.8)
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Man viser ved induktion, at der s̊a må gælde

an =
a0
n!
, n = 1, 2, . . . , (3.9)

hvor som sædvanligt n! = 1 ·2 ·3 · . . . ·n. Af begyndelsesbetingelsen (3.4) følger a0 = 1. Denne
udregning viser dermed, at eneste mulighed for koefficienterne i potensrækken er an = 1/n!,
n = 0, 1, 2, . . ..

Potensrækken
∞∑
n=0

1

n!
xn

har konvergensradius ρ =∞. Da funktionen defineret ved

y(x) =
∞∑
n=0

1

n!
xn, x ∈ R, (3.10)

er kontinuert differentiabel, og opfylder s̊avel differentialligningen (3.3) som begyndelsesbe-
tingelsen (3.4), er dette den entydige løsning til begyndelsesværdiproblemet.

Disse overvejelser kan bruges p̊a flere m̊ader. Man kan forudsætte, at den naturlige eks-
ponentialfunktion exp(x) er velkendt, men da den ogs̊a er en løsning til problemet givet ved
(3.3) og (3.4), giver entydigheden, at

exp(x) =
∞∑
n=0

1

n!
xn, x ∈ R.

En anden mulighed er at tage udgangspunkt i ovenst̊aende for at definere den naturlige
eksponentialfunktion.

Opgave 5. Gennemg̊a ovenst̊aende eksempel i detaljer.

Opgave 6. Brug (3.10) som udgangspunkt for at indføre den naturlige eksponentialfunktion.
Vis s̊a mange af dens forventede egenskaber som muligt. For eksempel skal den opfylde
y(x1 + x2) = y(x1)y(x2).

3.2 Eksempel 2

Vi giver nu et eksempel p̊a løsning af en anden ordens differentialligning ved hjælp af
potensrækkemetoden fra Eksempel 1. Vi ser p̊a differentialligningen

d2y

dx2
(x)− 2x

dy

dx
(x)− 2y(x) = 0

omkring x0 = 0. Som ovenfor starter vi med formelle udregninger: Gæt p̊a

y(x) =
∞∑
n=0

anx
n

og sæt ind i ligningen

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 − 2x

∞∑
n=1

nanx
n−1 − 2

∞∑
n=0

anx
n = 0.
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For at kunne sammenligne koefficienterne skifter vi summationsindeks til n− 2 i den første
række. I den anden række ganger vi x ind p̊a leddene. Det giver

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n − 2

∞∑
n=0

nanx
n − 2

∞∑
n=0

anx
n = 0.

Da højre side er funktionen, der er identisk nul, m̊a koefficienten til xn p̊a venstre side ogs̊a
være nul. Dermed har vi

(n+ 2)(n+ 1)an+2 − 2nan − 2an = 0, n = 0, 1, 2, . . .

eller

an+2 =
2

n+ 2
an, n = 0, 1, 2, . . .

Dette er en rekursionsrelation til bestemmelse af koefficienterne. Vi skal angive to værdier
for an-erne for at kunne fastlægge dem. Svarende til, at vi normalt fastlægger y(0) og y′(0),
vil vi her fastlægge a0 og a1. Som i Opgave 4 ovenfor f̊ar vi to lineært uafhængige løsninger
ved at vælge (a0, a1) = (1, 0) og (a0, a1) = (0, 1).

Vi starter med (a0, a1) = (1, 0). Vi finder hurtigt

a2 = a0 = 1, a4 =
2a2
4

=
1

2
, a6 =

2a4
6

=
1

2 · 3
.

Ved et induktionsbevis f̊as den generelle formel

a2n =
1

2 · 3 · · ·n
=

1

n!
, n = 1, 2, . . . .

Da a1 = 0, f̊ar vi, at alle koefficienter med ulige indeks er nul:

a2n+1 = 0, n = 0, 1, 2, . . . .

(Man skal ikke lade sig forvirre af, at indeks n optræder i s̊a mange sammenhænge.)
Vi har da fundet den første løsning. Den kan endda udtrykkes p̊a lukket form. Vi sætter

ind:

y(x) = 1 + x2 +
1

2!
x4 +

1

3!
x6 + . . .

og ser y(x) = ex
2
.

Med betingelserne (a0, a1) = (0, 1) bliver alle koefficienter med lige indeks nul, og for
dem med ulige indeks f̊ar vi

a3 =
2a1
3
, a5 =

2a3
5

=
2

5

2

3
, a7 =

2a5
7

=
2

7

2

5

2

3
.

Ved et induktionsbevis f̊as den generelle formel

a2n+1 =
2n

3 · 5 · · · (2n+ 1)
, n = 0, 1, 2, . . . .

Den anden løsning er derfor givet ved

y(x) =
∞∑
n=0

2n

3 · 5 · · · (2n+ 1)
x2n+1.

Der findes ikke noget enklere udtryk for denne funktion. Man kan nu retfærdiggøre disse
udregninger ved direkte at eftervise, at de to uendelige rækker begge har konvergensradius
+∞, og derfor er de udførte regninger ikke blot formelle, men faktisk korrekte.

Opgave 7. Gennemg̊adetaljerne i ovenst̊aende eksempel.
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4 Projektforslag og -idéer

Baseret p̊a ovenst̊aende teknik til at finde løsninger til første og anden ordens differential-
ligninger kan man arbejde videre i forskellige retninger.

4.1 Potensrækker og elementære funktioner

Vi har i Eksempel 1 ovenfor, som formuleret i Opgave 6, set at man kan bruge differen-
tialligninger og potensrækker til at indføre, og til at udlede egenskaber ved, elementære
funktioner. Prøv at indføre de elementære funktioner cos(x) og sin(x) som to løsninger til
differentialligningen

d2y

dx2
(x) + y(x) = 0.

Hvor mange af de kendte egenskaber for disse to funktioner kan udledes ved hjælp af diffe-
rentialligninger og potensrækker?

Her er nogle af de kendte egenskaber:

cos(−x) = cos(x), sin(−x) = − sin(x),

d

dx
cos(x) = − sin(x),

d

dx
sin(x) = cos(x),

cos2(x) + sin2(x) = 1,

cos(x1 + x2) = cos(x1) cos(x2)− sin(x1) sin(x2),

sin(x1 + x2) = cos(x1) sin(x2) + sin(x1) cos(x2).

Prøv tilsvarende fremgangsmåde for nogle af de elementære funktioner

ln(x), cosh(x), sinh(x), tan(x), tanh(x).

Metoden er ikke altid anvendelig.
Hvor kommer de elementære funktioner fra, og hvordan er de tidligere blevet defineret

eller postuleret? Se ogs̊a [3] og [4].
Find nogle egenskaber ved cos(x) og sin(x), som det ikke umiddelbart er muligt at

finde ved hjælp af differentialligninger og potensrækker. Kan man for eksempel vise ud fra
potensrække definitionen, at de to funktioner er periodiske med periode 2π?

4.2 Binomialrækken

Der er en formel, som generaliserer binomialformlen

(z + w)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
zkwn−k,

hvor binomialkoefficienterne er givet ved(
n

k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
.

Generalisationen er binomialrækken givet for ethvert α ∈ R ved

(1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
xk,
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hvor de generaliserede binomialkoefficienter er givet ved(
α

k

)
=
α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
.

Dette resultat kan vises ved hjælp af potensrækkemetoden til løsning af differentialligninger.
Her er nogle trin at gennemføre.

• P̊a intervallet I = (−1,∞) er u(x) = (1 + x)α den entydige løsning til begyndelses-
værdiproblemet

(1 + x)
dy

dx
− αy = 0, y(0) = 1.

• Ved anvendelse af potensrækkemetoden til løsning af dette problem finder man ovenst̊aende
række.

• Bestem konvergensradius for binomialrækken (bemærk, at svaret afhænger af, om α
er et ikke-negativt heltal, eller ej).

Som en anvendelse af binomialrækken kan man bestemme potensrækkeudviklingen for den
inverse trigonometriske funktion arcsin(x) omkring x0 = 0. Hint : Se p̊a d

dx
arcsin(x).

4.3 Generalisation af teorien 1

En del af resultaterne præsenteret ovenfor kan generaliseres p̊a forskellig vis. Mange vigtige
differentialligninger i den matematiske fysik kommer i en anden form end den, der er antaget
i (2.4). De kommer ofte i formen

p2(x)
d2y

dx2
(x) + p1(x)

dy

dx
(x) + p0(x)y(x) = 0, (4.1)

hvor pj, j = 0, 1, 2, er kontinuerte funktioner p̊a et interval I. Begyndelsesbetingelser er
givet i et punkt x0 ∈ I. Der er tre tilfælde at betragte. I tilfældet p2(x0) 6= 0 siges x0 at være
et regulært punkt. Dette tilfælde reduceres til det allerede betragtede, ved division med p2.
I dette tilfælde er q1(x) = p1(x)/p2(x) og q0(x) = p0(x)/p2(x) begge kontinuerte i et lille
interval omkring x0.

Hvis p2(x0) = 0, s̊a kaldes x0 et singulært punkt. Her skelner man mellem det tilfælde,
hvor

(x− x0)
p1(x)

p2(x)
og (x− x0)2

p0(x)

p2(x)

begge har potensrække udviklinger om x0 med positiv konvergensradius, og det tilfælde,
hvor denne antagelse ikke er opfyldt. I det første tilfælde kaldes x0 for et regulært singulært
punkt.

Man kan se p̊a nogle enkle tilfælde, hvor man kan regne sig igennem tingene. Det første
eksempel er Eulers ligning

x2
d2y

dx2
(x) + βx

dy

dx
(x) + αy(x) = 0, (4.2)

hvor α og β er reelle konstanter. Man kan gætte p̊a en løsning p̊a formen y(x) = xr. Ved
indsætning finder man da en andengrads ligning for r.

I det generelle tilfælde, hvor x0 er et regulært singulært punkt, gætter man p̊a en løsning
af formen

y(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)n+r,

hvor r bestemmes p̊a tilsvarende vis. Denne løsningsmetode kaldes Frobenius metode.
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4.4 Generalisation af teorien 2

Hvis man ved mere om koefficienterne i ligningen (2.4), kan man ogs̊a sige mere om løsningerne.
For eksempel, hvis q1(x) og q0(x) begge er k gange kontinuert differentiable p̊a intervallet
I, s̊a er alle løsninger til den homogene ligning k + 2 gange kontinuert differentiabel p̊a
eksistensintervallet.

Man kan ogs̊a stille spørgsmålet om hvor stort eksistensintervallet er. Eksisterer løsningen
p̊a hele intervallet I? Et konkret eksempel, hvor svaret er kendt fra [6], er tilfældet med q1(x)
og q0(x) konstante funktioner. S̊a er løsningen defineret p̊a hele den reelle akse. Hvad kan
man sige mere generelt, i tilfældet med ikke-konstante koefficienter?

4.5 Konkrete ligninger

Der er en række konkrete ligninger, hvor man kan prøve metoden. Her er nogle eksempler.

1. Differentialligningen
d2y

dx2
(x)− xy(x) = 0

kaldes Airys differentialligning. Den kan ikke løses ved brug af elementære funktioner, men
man kan finde to lineært uafhængige løsninger ved hjælp af potensrækkemetoden, og disse
løsninger kan bruges til at undersøge løsningernes egenskaber i detaljer.

2. Lad λ betegne en konstant. Differentialligningen

d2y

dx2
(x)− 2x

dy

dx
(x) + λy(x) = 0

kaldes Hermites differentialligning. Den optræder mange steder i matematik og fysik. Her
er nogle forslag til undersøgelser.

• Bestem to lineært uafhængige løsninger.

• Vis, at Hermites ligning har en løsning, der er et polynomium af grad n, hvis λ = 2n.
Dette polynomium kaldes Hermite polynomiet (efter en passende normalisering).

3. Lad α betegne en konstant. Ligningen

(1− x2)d
2y

dx2
(x)− 2x

dy

dx
(x) + α(α + 1)y(x) = 0

kaldes Legendres ligning.

• Bestem to lineært uafhængige løsninger til Legendres ligning.

• Antag, at α = n (helt tal). Vis, at Legendres ligning har et polynomium af grad n
som løsning. Det kaldes Legendre polynomiet.

• Legendre polynomiet Pn(x) normalises ved betingelsen Pn(1) = 1. Bestem Pj(x) for
j = 0, 1, 2, 3, 4.
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4. Lad ν være en reel og positiv konstant. Bessels ligning af orden ν er ligningen

x2
d2y

dx2
(x) + x

dy

dx
(x) + (1− ν2)y(x) = 0

• Find en potensrækkeløsning til ligningen med begyndelsesbetingelserne u(0) = 1,
u′(0) = 0.

• Kan man finde en af ovenst̊aende lineært uafhængig løsning, i form af en potensrække?
Hvis nej, hvad kan man s̊a gøre (se afsnit 4.3)?

5. En klasse af funktioner, som optræder mange steder i matematikken og dens anvendel-
ser, er de hypergeometriske funktioner. De er løsninger til differentialligningen

x(1− x)
d2y

dx2
(x) + (c− (a+ b+ 1)x)

dy

dx
(x)− aby(x) = 0. (4.3)

Her er a, b, og c tre parametre, der kan være komplekse, men her ser vi kun p̊a reelle
parametre. Ligningen er et specialtilfælde af ligningen betragtet i afsnit 4.3 ovenfor.

Man kan undersøge potensrækkemetodens anvendelighed til at bestemme eksistens af
løsninger i form af potensrækker og herunder undersøge rækkernes konvergensradier. Andre
forslag:

1. Vis, at for a = 1, b = 1, og c = 2, er y(x) = −x−1 log(1− x) en løsning.

2. Vis, at hvis a eller b er et negativt heltal, s̊a har ligningen et polynomium som løsning.

De hypergeometriske funktioner er relaterede til hypergeometriske distributioner i sandsyn-
lighedsteori. Forsøg at finde sammenhængen.

5 Supplerende læsning

Man kan mange steder læse om potensrækkemetoden til løsning af differentialligninger. Her
er nogle forslag. Lærebogen i Calculus fra basis [3]. Se afsnit 10.10. Lærebogen fra efter̊arets
PE kursus indeholder meget om metoden, se [5].

Frobenius metoden (nævnt i afsnit 4.3) er beskrevet i blandt andet [2], og ogs̊a i [5].
Funktionerne med navne som Airy, Bessel, Hermite, Laguerre, Legendre osv. kaldes ofte
specielle funktioner, og mange bøger og tabelværker beskriver deres egenskaber og værdier.
En klassisk bog (tableværk og formelsamling) er [1]. Her kan man se i Chapter 15 vedrørende
de hypergeometriske funktioner og deres egenskaber.

I dag er mange af de specielle funktioners egenskaber indbygget i computer algebra pro-
grammer, som for eksempel Maple. Men det er ikke altid let at trække relevant information
ud af Maple, og det er heller ikke s̊a let at anvende Maple til at finde potensrække løsninger.

Et eksempel, hvor man kan finde informationer og metoder i Maple, er om de hypergeo-
metriske funktioner. Se i DEtools pakken under hypergeomsols.

En anden kilde til information om emnerne i fordybelsesprojektet er internettet. Man kan
søge p̊a emner nævnt ovenfor, men problemet er, at man ikke kan vide noget om lødigheden
af de informationer man finder. Søg eventuelt beskrivelser af de specielle funktioner omtalt
i denne note i den internet-baserede encyklopædi

http://www.wikipedia.org

Et eksempel, hvor man f̊ar nyttig viden om de hypergeometriske funktioner, er siden
http://mathworld.wolfram.com/HypergeometricFunction.html
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