Pragveeksamen, onsdag d.29 april 2015, 12:30-16:30

Der er 10 delspgrgsmal i alt, hvert af dem udlgser 10 point. Man bestar med 02 hvis man kan
samle cirka 45 — 50 point. For et 12 tal kraeves der mindst 90 point.

Opgave 1.
(i). Afgor om de folgende rackker er absolut konvergente, betinget konvergente eller divergente:
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(ii). Betragt potensrackken
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Find konvergensintervallet for f. Beregn potensrzekken for f/ og bestem konvergensintervallet
for potensraekken som definerer f'.

Opgave 2. Betragt folgen af funktioner {f,}n>1, fn : [-2,2] — R, givet af:

1, hvis x = 0;
fol(z) == ?‘%W, hvis —2 < x < 0;
sin(zn) hvis 0 < z < 2.

(i). Vis, at hver f, er kontinuert pa [—2,2].
(ii). Konvergerer folgen ligeligt? Angiv en begrundelse.

Opgave 3. Lad h : R? — R veere givet af h(u,v) = u?v — 4 + (v — 1)e* 2,
(i). Vis, at h(2,1) = 0 og h € C™(R?) for alle n > 1.
(ii). Vis, at det méa eksistere en € > 0 lille nok og en C! funktion f : (1 —¢,1 +¢) > R siledes
at f(1) =2 og
h(f(v),v) =0, Yve(l—¢l+e).

Vis, at f er faktisk C2.
(iii). Find f'(1) og f(1).

Opgave 4. Betragt de fglgende to koblede ikke-linezre differentialligninger:

@'(t) = —(sin(y(1)))*z(t), o' (t) = —(cos(x(1)))*y(t), (0) =1, y(0) = 1.

Definer g : R? + R2, g(x1,22) = —[(sin(z2))%x1, (cos(x1))?x2], og betragt f : R x R? s R2,
f(t,x) := g(x). Det ovenstaende system kan omskrives som z’(t) = f(¢,z(t)), hvor z(-) er defineret
pa et abent interval som indeholder 0 og z(0) = [1, —1].

(i). Vis, at f € C1(R x R?) og at den opfylder en lokal Lipschitz betingelse.

(ii). Antag, at en lgsning z(-) kan konstrueres pa intervallet 0 < ¢t < T. Bevis, at ||z(¢)|| < V2
for alle t € [0, 7). (Vink: vis, at funktionen s(t) = x2(t) + y%(¢) er aftagende.)

(iii, lidt sveerere spgrgsmal). Bevis, at lim; ~7 z(t) eksisterer og tilhgrer B 5(0). Kan det
bruges til at vise, at lgsningen eksisterer for alle ¢ > 0?7 (Vink: vis ferst, at hvis 0 < ¢, < T
konvergerer mod T, er folgen z(t,,) Cauchy og dens graense er uathengig af fplgen t,,).



