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Dataanalyse

Sandsynlighed og stokastiske variable

Udfaldsrum S: mangden af alle mulige udfald for et eksperiment.
Hendelse A: delmangde af S.
Sandsynlighedsmal IP: Afbilder heendelser ind i [0, 1]. Opfylder

0<PA) <1
P(AUB)=P(A)+P(B), ANB =
P(S) =1
Det giver blandt andet fglgende resultater
P(@) =0

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
P(A°) =1 — P(A)

Betinget sandsynlighed:

P(AN B)
P(A|B) = ———, P(B
(AIB) = =g B(B) > 0
A og B er uathangige hvis
P(AN B) =P(A)P(B).
Uafthangighed medfgrer

P(A|B) =P(A)
En klassedeling E, E, ..., Ey opfylder E;NEj =0 og By UE,U---UE, = S.
Regel om total sandsynlighed

Bayes’ formel:

P(A|E;)P(E;)  P(AIE;)P(E))
P(A)  YE | P(A|E)P(E;)

P(E;|4) =

Stokastisk variabel

X:S—R
X diskret: X € D = {x1,29,...,Zp,...} CR
X kontinuert: X € C' C R (sammenhangende delmangder)



Diskret stokastisk variabel

Sandsynlighedsfunktion p(x):

Fordelingsfunktion F'(z):

Flz)=P(X<z)= Y ply), z€R
yeDy<z
Middelveerdi E[X] (massemidtpunkt for sandsynlighedsmassen)
E[X] =) ap(z) = px
zeD
X siges at have endelig middelveardi, hvis

B[X] = 3 lalp(z) < o0,

zeD

Forventet veerdi af funktion g(X):
E[g(X)] =) g(z)p(x)
zeD

Variansen af X:
Var(X) =E[(X — ux)’] = E[X?] — p% = 0%

Spredningen/standardafvigelsen for X:
ox =/ Var(X).

Eksempel:Uniform fordeling (Terningkast). D = {1,2,3,4,5,6}, p(z) = 1/6,x € D. E[X] = 3/7,
Var(X) = 35/12

Eksempel: Binomialfordelingen n uath@ngige forsgg. p er sandsynlighed for succes i et forsgg. X
antal succeser. D = {0, 1,...,n},

E[X] = np, Var(X) = np(1 — p).

Eksempel: Poisson fordeling Gennemsnitlig antal haendelser i vilkarligt omrade O er A|O|. X er antal
handelser et givent omrade af stgrrelse 1.

E[X] = A, Var(X) = A

Kontinuert stokastisk variabel

X € C C R kan altid udvides til X € R ved at sztte P(X ¢ C) = 0. For X kontinuert kan
fordelingsfunktionen skrives som

F(x) = /_x f(y)dy

hvor f(y) er tethedsfunktion og opfylder:

fly) >y



/ Z F(y)dy =1

Hvis X € C settes f(y) =0,y & C ogsaer

/ Zf(y)dy - [ =1
X

P(X =2)=0,z€R

Middelverdien givet ved

Bx) - | " af(@)de = px

og X har endelig middelverdi hvis

og for generel funktion g(x):

Eksempel: Uniform fordeling X € [a,b], f(y) = ¢,y € [a, b]:

b
/ cdy=clb—a)=c=1/(b—a)

_b+ta

E[X] =

WVar(X) =

Eksempel: Normalfordelingen X ~ N(j,0?%), hvis X € R og tethedsfunktionen er

f( ) 1 _ (yﬂ;)z
’y = (& 20
V2mwo?

Flerdimensionelle fordelinger
Diskrete variable

(X,Y) € D= Dy x Dy C R2. Simultan sandsynlighedsfunktion
plz,y) =P(X =2,Y=y)=P(X=znY =y),z € Dx,y € Dy

Marginale sandsynlighedsfunktioner

px(@)=P(X =z)= > plz,y),py(y) = Y p,y)

yEDy CEGDX

Elg(X,Y)] = > g(z,y)px,y)
(z,y)eD

Eksempelvis

som vi ved fra det en-dimensionelle.

X og Y er uafthengige hvis p(z,y) = px(x)py (y) for alle (z,y) € D



Eksempel: Slag med to terninger X maximum gjne, Y summen af gjnene. Dx = {1,2,3,4,5,6}, Dy =
{2,3,4,...,11,12}
p(1,2) =1/36,p(1,y) =0,y > 2

p(2,2) = 0,p(2,3) = 2/36,p(2,4) = 1/36,p(2,y) = 0,y > 4
p(3,2) =p(3,3) =0,p(3,4) =2/36,p(3,5) = 2/36,p(3,6) = 1/36,p(3,y) =0,y > 6
Find selv resten. Er X og Y uathangige?

Kontinuerte variable

(X,Y) € C C R2. Simultan fordelingsfunktion
F(z,y) =P(X <z,Y <y) :// f(u, v)dudv
(u,v)eCu<lz,w<ly

f(u,v) er den simultane tethedsfunktion. Marginale teetheder findes ved

fx() = / e () = / £ () du

ucCly
X og Y er uafhengige hvis tethederne opfylder f(z,y) = fx(x)fy (y).
Eksempel: Lad f(u,v) = 4u?,0 <u < 1,0 < v < z. Sa ses, at

xr
fx(:c):/ dr?dv=423,0<z <1
0

geometriske overvejelser giver

1
4
fy(y) = / duPdu = g(l —y¥),0<y<1
)

X ogY er oplagt athengige.
Middelverdi for en funktion g(X,Y) findes ved

E[g(X,Y)] = / /C o, ) f (u, v)dvdu

Hgjere dimensioner

Alt ovenstaende kan udvides simpelt fra to dimensioner til n dimensioner, hvor vi ser pa stokastiske
vektor X1, Xo,...X,,.

Hoveds®tnigen for middelveardi er fglgende:

Seetning 1 Lad (X1, Xo, ..., X,) vere en stokastisk vektor med simultan ssh. fkt. p(z1, ..., zy). Lad
g:R"—R. Sa
Elg(X1,.... X))l = Y glar, ..., zn)p(z1,...,2n)

(z1,...n)

og er endelig, hvis E[|g(X1, ..., X,)|] < co. Hvis (X1, X2, ..., Xy) er kontinuert med teethedsfunktion
f(z1,...,x,) er den givet ved

E[g(X177Xn)] = /ng(q}l?"'?xn)f(wla---7xn)d$1"'dl'n



Middelvaerdi, varians og korrelation

Regneregler for middelvaerdi

e P(X = ¢) =1 medfgrer E[X]| = c.
o E[14(X)]=P(X € A),hvor 14(X) = 1, hvis X € A og 0 ellers.

e Xi,...,X, stok. var. og ay, . . ., a, reelle konstanter medfgrer
n n
i=1 i=1

e Xi,..., X, vathengige stok. var.

E[Xy--- Xo] =E[X,] - E[X,)]

X1 < X9 medfgrer E[X] < E[X3].

[E[X]] < E[X]].

Momenter

Det k’te moment for en stok. var. er E[X¥]. Det k’te centrale moment er E[(X — ux)*], hvor ux =
E[X].

Varians

Varians er navnet for det andet centrale moment, som beskriver hvor meget en stok variabel spreder sig
omkring sin middelveerdi
Var(X) = E[(X - ux)?) = E[X?] - ik = 0%

hvoraf det ses at variansen er endelig hvis E[X?] < oc. Spredningen eller standard afvigelsen er givet
ved \/Var(X) = ox. Vi har fglgende resultater:

e P(X = c¢) = 1er @kvivalent med Var(X) = 0.
e a,breelle konstanter: Var(a + bX) = b*Var(X)

e Xi,..., X, uathaengige, sa gelder

Var(Xy £ Xo - £ X,) =Y Var(X)
=1

Kovarians

Kovariansen mellem to stokastiske variable X, Y er givet ved
Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — pv)] = E[XY] - jixcpy

Kovariansen er defineret, hvis begge variable har endelig varians. Vi har fglgende regneregler:

n n i—1
Var(Xi+ -+ X,) = > Var(X;) +2) > Cov(X;, X;).
i=1 i=1 j=1



o Cov(a+bX,c+dY)=0bdCov(X,Y)
e Cov(X+Z,Y)=Cov(X,Y)+Cov(Z,Y)
e Cou(X,Y)=Cou(Y,X)

e X, Y uafhengige medfgrer Cov(X,Y) = 0.

Korrelation

Korrelationen er en enhedsfri udgave af kovariansen, eller sagt pa en anden made kovariansen mellem
de standardisered variable. Den er givet ved

B Cov(X,Y)
Corr(X,Y) = VVar(X)Var(Y)

e —1<Corr(X,Y)<1

e Corr(X,Y) = £1 medfgrer der eksisterer a, 3, s& X = a+0Y, hvor sign(3) = sign(Corr(X,Y)).

Med venlig hilsen
Bjarne Hgjgaard



