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Chapter 1

Forord

Disse noter er skrevet til landinspektgrstudiet ved Aalborg Universitet. Formalet
med noterne er at give en introduktion til teorien for kortprojektioner og egen-
skaber ved forskellige kort.

I kapitel 2 gives en kort repetition af nogle begreber fra calculus, som forudsaettes
kendt. Kapitel 3 er begrundelsen for, at en diskussion af kortprojektioner og
deres egenskaber er ngdvendig, nemlig at der ikke findes ideelle kort. Studiet af
projektioner med calculus-veerktgj kreever koordinater pa modeller af Jorden. De
indfgres i kapitel 4. Nogle projektioner har en geometrisk beskrivelse, og det er
den, kapitel 5 handler om.

Malestoksforholdet for en projektion er ikke en konstant, men en funktion, der
afhaenger af bade sted og retning. Et veerktgj til udregning af savel malestok som
forvanskninger af vinkler og arealer er Fgrste Fundamentalform. Dette behandles
i kapitlerne 6 og 7.

I kapitel 8 konstrueres vinkeltro og arealtro projektioner, herunder den vinkelbe-
varende cylinderprojektion, Mercatorprojektionen.

Kapitel 9 om konstruktion af konforme kort med minimal malestoksforhold er
mestendels henvisning til opgaver, som stilles i kurset. Endelig er kapitel 10 en
udledning af afstandskorrektionen for System 1934.

I kurset bruges disse noter sammen med anden litteratur, og der er saledes ikke
tale om, at noterne giver en komplet fremstilling af teorien for kortprojektioner.
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Chapter 2

Forudsasetninger

I noterne bruges regneregler og begreber fra teorien for vektorrum. Vi giver en
kort repetition af nogen af de relevante emner.

Definition 2.0.1 En vektorfunktion er en afbildning fra en delmaengde af et
Euklidisk rum til et Euklidisk rum

f:U—-R"

hvor U C R™ Vektorfunktioner er givet ved deres koordinatfunktioner f;:

fxy,...,xm) = (fi(zr, .. xm), fa(@y, ooy xm)s ooy fu(@r, oo )

Eksempel 2.0.2 f:R* - R?

f(x1,29) = (21, 29, 1% + 5522)

I det fglgende vil de vektorfunktioner, der forekommer, veere vilkarligt ofte dif-
ferentiable (se definition i Calculusmaterialet fra basisuddannelsen) og vi vil fa
brug for at udregne partielle afledte. Vi giver definitionen for funktioner fra R?
til R® - det er let at se, hvordan man generaliserer det.

Definition 2.0.3 Lad f : R* — R® vere en differentiabel funktion. Den par-
tielle afledte, %(ZL‘(), yo) = £.(xo,90) er givet ved

limy,_o f1(xo+h,y0}sz1 (z0,%0)

of f h —f
8_ (3507 yO) — lim (LUO + N, y()}z (.TO; y()) _ hthO fz(xo+h,y0]2—f2 (z0,y0)
v ho limy, o f2(960+h,yo});f2(ro,yo)

Partielle afiedte mht. y defineres tilsvarende.
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Man udregner partielle afledte med hensyn til en given variabel ved at betragte
de andre variable som konstante. De partielle afledte af en vektorfunktion er
vektorfunktioner: Hvis f : R" — R™, saer f,, : R" — R™.

Eksempel 2.0.4 Lad f(z,y) = (2%y + cosz,yexp(z),x +y). Sa er f.(z,y) =
(2zy — sinz, yexp(x), 1) og f,(x,y) = (2% exp(x), 1)

Nar vi gnsker at beskrive en kurve i R", kan vi f.eks. bruge en parameterfrem-
stilling. Her gives definitioner for kurver i R?, og det er overladt til lseseren at
overveje, hvordan det ser ud generelt for R".

Definition 2.0.5 En parametriseret kurve i R® er en vilkdrligt ofte differentia-
bel afbildning o :)a,b[— R?, a(t) = (ay(t), as(t), as(t)).

Kurvens hastighedsvektor til tiden t, er o/(t) = (o (t), a4 (t), a4(t))

Farten til tiden t, er lengden af hastighedsvektoren

(1)) = /Tl + (@G D) + (0G0)2.

Afstanden langs kurven fra a(ty) til a(ty) er

t1
/ o/ (1))t
to

Vi far brug for kurver i R? og R? i det folgende. Desuden skal vi bruge kedereglen,
som vi her giver i et eksempel:

Eksempel 2.0.6 Lad v :]a, b[— R* vere givet ved (t) = (u(t),v(t) og lad funk-
tionen x : R? — R* veere x(u,v) = (21(u,v), v2(u,v), x3(u,v)). Sd er den sam-
mensatte funktion x o~y en funktion af én variabel, t, og den afledte er

(09 (1) = S (ute) ) G 1)+ 5 (). 0(0) 5 1)

Bemerk, at g—Z(u(t), v(t)) er en vektor, mens %4(t) er et tal.

Der vil veere flere dele af savel Calculus som lineser algebra, som kommer i brug.
Laeseren opfordres til at konsultere kursuslitteraturen fra basisuddannelsen, nar
det bliver ngdvendigt.



Chapter 3

Om kort

Et kort er en model af en del af Jordens overfade. En model er en forsimplet
udgave af virkeligheden, og nar man laver modeller, skal man derfor overveje,
hvilke egenskaber, i.e., hvilke dele af virkeligheden, man ¢nsker repraesenteret i
modellen, og hvor praecist dette skal og kan lade sig gare.

Blader man rundt i et atlas, vil man se, at der er mange forskellige mader, man
kan bruge til kortleegning. Verdenskort ser f.eks. meget forskellige ud alt efter
hvilken kortprojektion, man har valgt. Selv kort over et sa relativt lille omrade
som Danmark kan give mange billeder af landet, se Fig. 3.1

Man fristes til at spgrge, hvilket kort der er bedst? Og hvorfor man sa ikke bare
altid bruger det kort?

Der er nogle grundleggende problemer ved at repraesentere den runde Jord i
planen, som man skal ggre sig klart for at forsta de mange forskellige kort. Det
kedelige faktum er, at der ikke er ét kort, der er “det bedste kort”. Man kan hgjst
habe pa at finde et, der er bedst til det, man har teenkt sig at anvende kortet til.

For at undersgge det problem nsermere, vil vi se pa de geometriske egenskaber
ved kuglefladen. Jorden er naturligvis ikke en kugleflade - den er nsermere en
ellipsoide, og selv det er en tilnszermelse!. Vi ser naermere pa forskellige modeller
for hele Jorden senere; de kvalitative betragtninger om kort vil tage udgangspunkt
i kuglefladen, hvor savel de vaesentlige problemer som de moderne kort kan gives
en udmaerket beskrivelse. Det kraever sa en modifikation at overfgre resultaterne
fra kuglefladen til ellipsoidemodellerne senere.

!Teenk bare pd Mount Everest. Det er ikke med, hvis vi veelger en ellipsoide som model for
Jorden.
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Figure 3.1: Forskellige kort over Danmark

3.1 Kuglefladens geometri

I skolen viser man, at vinkelsummen i en plan trekant er 7 eller 180°. Her vil
vi udregne vinkelsummen i en trekant pa kuglefladen og dermed illustrere en
fundamental forskel pa kuglefladens og planens geometri.

Det kan anbefales, at man laeser dette afsnit med en bold ( eller en appelsin eller
noget andet kuglerundt ) i handen. Brug bolden (!) som tavle til at tegne cirkler,
trekanter etc. Det ggr det lettere at forestille sig geometrien af kuglefladen.

Forst skal vi overveje, hvad en trekant pa kuglefladen er. Der er ikke linier
pa en kugleflade - alle kurver pa en kugleflade ma ngdvendigvis krumme for
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at holde sig i kuglefladen. De kurver, der bedst svarer til linier er storcirkler

En storcirkel er en kurve, der fremkommer ved skeering af kuglefladen med en plan
gennem kuglefladens centrum.

e Ekvator er en storcirkel.
e Storcirkler er de stgrste cirkler pa kuglefladen.

e Den korteste forbindelse mellem to punkter pa kuglefladen er langs en stor-
cirkel.

e Gennem to antipodiske punkter, for eksempel Nord- og Sydpolen, gar der
uendeligt mange storcirkler.

e Gennem to punkter, der ikke er antipodiske, gar der kun en storcirkel.

En trekant pa kuglefladen, en sferisk trekant dannes af tre punkter, som er parvis
forbundet ved storcirkelstykker. Se fig. 3.2

Vinklen mellem to kurver er vinklen mellem deres tangentvektorer. Da tan-
gentvektorer til en storcirkel er vektorer i den plan, der definerer storcirklen, er
vinklen mellem to storcirkler samtidig vinklen mellem de to planer. Vi regner
som hovedregel vinkler i radianer her:

Faktum: Pa en kugleflade med radius R, er vinkelsummen i en sfeerisk trekant
med areal A, givet ved

a+B+y=m+A/R?

Argument for dette:

Se pa en af vinklerne, a, og de to storcirkler, der danner den. I figur 3.3 er arealet
mellem to sadanne storcirkler skraveret.

Da arealet af en kugleflade med radius R er 47R?, og da en dobbeltméne med
vinkel 7 vil deekke hele kuglen, far vi:

e Arcalet af en dobbeltmane med vinkel o er

CUrR? = 4aR?
T

Skraver nu de tre dobbeltmaner, der hgrer til de tre vinkler i trekanten (gor det
pa bolden), Nu er hele kuglefladen deaekket, og trekanten er dsekket tre gange
(den er i alle dobbeltmanerne), sa den er deekket to gange for meget. Og det er
trekanten pa bagsiden af kuglen ogsa Heraf:

4aR? + 46R* + 4yR? = AnR* + 4A
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Figure 3.2: En sfeerisk trekant og de storcirkler, der danner den. Bemaerk, at
storcirklerne mgdes pa bagsiden af kuglen og danner endnu en trekant.
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Figure 3.3: En dobbeltmane mellem to storcirkler - kun forsiden er skraveret
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hvor A er trekantens areal. Og heraf fglger resultatet om vinkelsummen.

3.2 Ideelle projektioner findes ikke

Fra forrige afsnit ved vi, at kuglefladens geometri er fundamentalt forskellig fra
planens, idet vinkelsummer i trekanter pa kuglefladen som pa Fig. 3.4 adskiller
sig fra vinkelsummen i en trekant i planen:

Pa en kugleflade med radius R er vinkelsummen i en storcirkeltrekant med vinkler
«, B og v malt i radianer givet ved:

A
atfty=T+ o (3.1)
hvor A er arealet af trekanten. Stgrrelsen % kaldes sfeerisk excess. Man kan vise,
at trekanter pa en ellipsoide opfylder lignende omend mere komplicerede formler,
men der er vinkelsummen ogsa “for stor”.

I planen er vinkelsummen som bekendt 7, og altsa uafheengig af arealet af trekan-
ten.

Hvad skal et ideelt kort opfylde? Grundlaeggende skal man kunne male stgrrelser
pa kortet og nemt regne ud, hvad de tilsvarende stgrrelser er i naturen og omvendst.
De stgrrelser, man gerne vil male, kunne f.eks. veere afstande/leengder, vinkler
og arealer. Det er de tre vigtigste geometriske stgrrelser, og det er ogsa det, man
i praksis kan forestille sig at ville male.

Et ideelt kort bgr saledes veere

1. Afstandstro: Have en fast faktor m, sa “leengde i kortet”= m-"leengde i
naturen”.

2. Arealtro: Have en fast faktor k, sa “areal i kortet”= k-"areal i naturen”.

3. Vinkeltro: Vinkler i kortet=Vinkler i naturen. Vinkeltro kort kaldes ogsa
konforme.

Nar man maler afstanden mellem to punkter i planen, males den langs linien
mellem punkterne. Pa kuglefladen er det afstanden langs en storcirkel, der er
aktuel. Storcirklerne er de kurver pa kuglefladen, der svarer til kortest afstand
mellem punkterne pa dem.? Dette leder til endnu et krav til det ideelle kort, som
skal sikre, at man maler det samme i planen og i naturen:

4) Storcirkelstykker skal afbildes i rette liniestykker.

2Hvis man gar den rigtige vej rundt.
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Figure 3.4: Trekanter pa kuglen og i planen.

(Faktisk kan man vise, at dette folger af 1), men det vil vi ikke gore her.) Men

Satning 3.2.1 Der findes ikke en afbildning fra en dben® delmengde U af ku-
glefladen S? til planen, som sender storcirkelstykker i liniestykker og som bevarer
vinkler.

Bevis: Antag, at vi har en sadan afbildning fra U C S? til R?, som i Fig. 3.4.
Lad «a, 3, v veere vinkler i en storcirkeltrekant, som ligger i U. Den bliver sendt
over i en seedvanlig trekant i planen, da storcirkelstykkerne gar i liniestykker. Hvis
vinklerne er bevaret, har vi fra den sfeeriske trekant, at o + 8+ = 7 + A/R%
Men vinklerne i den plane trekant er de samme, sa vi har ogsa a+ 3+~ = 7, og
det kan jo ikke passe - ligemeget hvor lille en trekant, vi har valgt. Vi har opnaet
en modstrid. Altsa findes en sadan afbildning ikke. a

Det er altsa ikke muligt at lave en ideel projektion. Faktisk kan man vise:

e Der findes ikke en afbildning fra en aben delmzengde af S? til planen,
some er afstandstro.

e Der findes ikke en afbildning fra en aben delmaengde af S? til planen, som
bevarer bade vinkler og arealer.

Men man kan lave projektioner, der bevarer arealer. Og andre projektioner, der
bevarer vinkler.

Det samme geelder for afbildninger fra en ellipsoide til planen.

3Vi skal bare bruge, at der er en (lillebitte) storcirkeltrekant indeholdt i U, s& U mé f.eks.
ikke veere en kurve pa kuglefladen.
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Chapter 4

Geografiske koordinater

I en matematisk behandling af kortprojektioner er det ngdvendigt med en ana-
lytisk beskrivelse af afbildninger fra kuglefladen til planen. Til det formal har
vi brug for et koordinatsystem pa kuglefladen, og vi vil bruge geografiske koordi-
nater, leengdegrader og breddegrader.

Breddegraden ¢ til et punkt P pa kuglefladen, er vinklen mellem aekvatorplanet
og en linie fra centrum af kuglen til P. Se Figurerne 4.1 og 4.3

Laengdegrader males udfra Greenwichmeridianen. Meridianer er storcirkelbuer
fra Nordpolen til Sydpolen. De fremkommer som snittet af kuglefladen med en
plan, der indeholder Nord- og Sydpolen. Man har fastlagt nulmeridianen som
den, der gar gennem et bestemt punkt ved Greenwichobservatoriet i London.
Leengdegraden A for P er vinklen mellem den meridian, der gar gennem P, og
Greenwichmeridianen.

Punkter med samme breddegrad danner en cirkel parallel med askvatorplanet.
Sadanne cirkler kaldes paralleller eller breddecirkler. Bemeerk, at den eneste
breddecirkel, der er en storcirkel, er Akvator.

Laengdegrader opgives typisk som en vinkel mellem 0° og 180°, med angivelse
af, om det er gstlig eller vestlig leengde - i.e., om der skal gas mod gst eller vest
fra Greenwich. Vi vil i stedet bruge A € [—180°,180°], hvor negative vinkler er
vestlig leengde, eller A € [—m, 7|, hvor vinklen er malt i radianer.

Tilsvarende opgives breddegrader som Nordlig eller Sydlig bredde og med en
vinkel mellem 0° og 90°. Vi bruger ¢ € [—90°,90°], hvor negative vinkler er
sydlig bredde, eller ¢ € [—m/2,7/2].

13
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Figure 4.1: Geografiske koordinater

Figure 4.2: Breddegrader pa ellipsoider

4.0.1 Ellipsoider og geografiske koordinater

Et punkt pa en ellipsoide kan ogsa tildeles geografiske koordinater. Leengdegraden
bestemmes som for kuglefladen. Men breddegraden er vinklen mellem lodlinien
og akvatorplanet. Se Fig. 4.2



4.1. GEOGRAFISK TIL KARTESISK 15
Z

Figure 4.3: Kuglefladens geografiske koordinater

4.1 Fra geografiske koordinater til kartesiske ko-
ordinater

Anbringes kuglefladen med centrum i Origo i et ssedvanligt kartesisk! koordinat-
system, hvor x—aksen peger ud gennem Greenwichmeridianen og z—aksen peger
op gennem Nordpolen, sa er punkter pa kuglen naturligvis bestemt ved deres
kartesiske koordinater.

Ved trekantsbetragtninger ser man

x R cos ¢ cos A
y | = RcospsinA
z Rsinp

hvor R er radius af kuglefladen. Den teenksomme laeser vil have bemeerket, at
Nord- og Sydpolen samt datolinien ikke er entydigt repreesenteret i de geografiske
koordinater. Det vil vi ikke problematisere yderligere, men man skal naturligvis
overveje, om det giver problemer, hvis man senere arbejder med disse omrader.

LEt retvinklet koordinatsystem - ordet kartesisk kommer fra René Descartes, 31/3 1596-
11/2 1650
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Figure 4.4: Omdrejningseelipsoide med halvakser a og b
4.2 Omdrejningsellipsoider

En omdrejningsellipsoide med halvakser a og b, se Fig. 4.4 kan beskrives analytisk
som den delmeengde af R?, der opfylder ligningen

De geografiske koordinater for et punkt kan omskrives til kartesiske koordinater:

x N - cospcos A
y | = N - cospsin A
2 N-(1—¢€%) -singp
Hvor
, a®—b
e =
a2
er excentriciteten
0g
2
a
N =

Va2 cos? o 4 b2sin® ¢
er krumningsradius i punktet. I stedet for at opgive a og b, bruger man ofte a

og fladtrykningen f = anb For modeller af Jorden er fladtrykningen omkring
1/297.



Chapter 5

Kortprojektioner fra en
geometrisk synsvinkel

De geografiske koordinater giver nu mulighed for at beskrive en kortprojektion
som en afbildning

f:U—R?
f<)‘7 90) = <f1(>‘7 80)7]02(/\7@0))
hvor U er en delmaengde af {(\, ) ER?*| — 7 <A <7, —7/2 < p < 7/2}

Nu er der altsa masser af muligheder: Man skal bare veelge sig nogle (differen-
tiable) funktioner f; og fo. Hvis det skal give mening som et kort, ma vi forlange,
at f er injektiv: Hvis f(Ay, 1) = £( A2, o), sa skal (Aq, 1) = (Mg, 2)

Men stadig er der mange muligheder. Nogle kan beskrives geometrisk, og det er
det synspunkt, vi vil anleegge i dette kapitel.

5.1 Geometriske planprojektioner

Denne familie af projektioner er givet ved, at man anbringer projektionsplanen et
sted i R?, typisk tangerende eller skeerende kuglefladen. Dernaest veelges et punkt,
Qo i rummet. Projektionerne beskrives sa ved “P afbildes over i det punkt, hvor
linien gennem P og )y skeerer projektionsplanen.”

I det flgende antages kuglefladen at have radius 1. Vi studerer de tre projektioner
vist i fig. 5.1

Eksempel 5.1.1 Lad projektionsplanen vere givet ved z = 1 og lad projektions-
punktet vaere Origo. En linie gennem P = (cos p cos A, cos psin A, sin ) og Origo

17
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P ™~
@ @% <\\_,/

Figure 5.1: Planprojektioner: Gnomonisk, stereografisk og ortografisk.

kan parameterfremstilles som

0 cospcos A — 0
0 | +t| cospsinA—0
0 sing — 0

Skering med planen z = 1 sker, nar 1 = tsiny, altsat = 1/siny, og dermed er
projektionen givet pa analytisk form ved

cos cos
COS \, —

sin ¢ sin

(N ¢) — ( sin A) = cot ¢(cos A, sin \)

Denne projektion kaldes den gnomoniske planprojektion.

Figure 5.2: Kort med den gnomoniske azimutalprojektion

Den bevarer hverken wvinkler eller arealer, men den afbilder storcirkelstykker i
rette linter. Quervej, hvor stor en del af Jorden, man kan fa med pa ét kort.
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Stereografisk projektion.

Figure 5.3: Stereografisk projektion

Eksempel 5.1.2 Lad projektionsplanen vere planen givet ved z =1 og lad pro-
jektionspunktet vere Sydpolen, (0,0, —1). Den projektion, der fremkommer ved
ovenstaende opskrift, er Stereografisk projektion, se fig. 5.1.2 Den er givet ved

Ccos
1+sing

CoS
1 +sing

COoS ¢

cos \, 2 —_—
1 +sing

(N, @) — (2 ~sin\) = 2- (cos A, sin \)

Stereografisk projektion bevarer vinkler. Det skal vi se senere.

Eksempel 5.1.3 Ortografisk planprojektion. Her lader man projektionspunktet
veere uendelig langt veek - eller rettere: Man projicerer vinkelret ned pa projektions-
planen z = 1. Det giver

(A, ) — (cospcos\, cospsin\) = cos @(cos A, sin \)

5.2 Geometriske cylinderprojektioner

Her forestiller man sig, at projektionsplanen er rullet sammen til en cylinder,
som tangerer kuglefladen i Akvator. Sa projektionen bestar geometrisk af to
skridt: Projicer pa cylinderen og klip derefter denne op og rul den ud til en plan.
Det ordner vi pa en gang, pa folgende made: Et punkt pa cylinderen har to
koordinater: En leengdegrad, u og en hgjde over x — y-planen, v som pa fig. 5.6.
Det er sa de samme koordinater, vi bruger i planen:
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Figure 5.4: Kort med den ortografiske azimutalprojektion

Figure 5.5: Geometriske cylinderprojektioner

Eksempel 5.2.1 Archimedes’ arealbevarende cylinderprojektion. (Kaldes ofte
Lambert’s projektion, men Archimedes var nu forst). Et punkt pa kuglen afbildes
vandret ud pa cylinderen. Med andre ord: Treek en halvlinie, fra z-aksen gennem
P, parallelt med x — y planen og find dens skeringspunkt med cylinderen. Det
analytiske udtryk er

(A @) = (A sing)

Projektionen er arealbevarende.

Eksempel 5.2.2 Centralcylindrisk projektion. Her velger vi Origo som projek-
tionspunkt. Vi ser altsa pa halvlinien fra Origo gennem P. Det analytiske udtryk
for projektionen bliver

~~

A ) = (A tan(p))
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Figure 5.6: Koordinater pa cylinderen
5.3 Kegleprojektioner

En tredie familie af geometriske projektioner er kegleprojektionerne. Her er pro-
jektionsplanen foldet til en kegle, som placeres pa toppen af kuglefladen. Disse
projektioner vil ikke blive behandlet naermere i noterne her. Deres analytiske
form ligner planprojektionerne:

(A, ) — h(p)(cos(aN),sin(aN))

Hvor 0 < a < 1. Geometrisk aftheenger a af, hvor stor en abningsvinkel, keglen
har.
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Figure 5.7: Geometriske cylinderprojektioner. Centralcylindrisk og Archimedes’

projektion.
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Figure 5.8: Archimedes’ arealtro cylinderprojektion
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Figure 5.9: Kort med den centralcylindriske projektion
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Chapter 6

Malforhold

Malforholdet for en kortprojektion skal give relationer mellem lengder i naturen
og lengder pa kortet. Mere praecist gnsker vi at kunne udtrykke sammenhaengen
mellem [engder af kurver pa kuglefladen eller ellipsoiden, kaldet datumfladen, og
leengder af kurver i kortet. Lad < :]a,b[— S veere en kurve pa datumfladen og
lad f: S — R? veere en kortprojektion, se fig. 6.1. Forholdet mellem laengden af
kurven efter og for projektion, er

Ju I(f 0 7)'(s)lds

K \7 !ds

m(y) =

Der er altsa et tal, der udtrykker forholdet mellem de to kurveleengder. Det bliver
imidlertid ganske uoverskueligt at have et malforhold for hver kurve, og det kan
da ogsa systematiseres. Deler man kurven op i sma stykker, vil hvert lille stykke
blive strakt med en faktor, og disse er forskellige. Faktisk sker der en straekning
i hvert punkt og enhver retning. Se f.eks. Archimedes’ projektion, Figur 5.8; det
er tydeligt, at straekning langs breddecirkler teet pa Nordpolen er stgrre end langs
Akvator og end straekning langs en meridian.

Lad P veere et punkt pa kurven, P = 7(ty). malforholdet i P langs v er

fto s)|ds

m(Pa ’7) = tLto f |,y |d$

[ denne greenseovergang gar bade taeller og naevner mod 0, og for sadanne graenseover-
gange geelder L'Hopital’s regel (Guillaume Francois Antoine Marquis de L’Hopital, 1661-

25
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f

T fjfov(t)

o7
Y

a
\\b\
Figure 6.1: En kurve for og efter projektion.

1704), som her siger, at

fto s)|ds g fto s)|ds

1m
t—to f ’F}/ ‘ds t—to 5 ﬁ ’r’y ‘ds

Dette kan man regne ud til

[(f o)’ @ _ [(f o) (o)l

lim =
=t [7/(t)] 1V (to)]

Vi far altsa et malforhold for hvert punkt P og hver retning ~/(%)

Eksempel 6.0.1 Hovedmalforholdet. En projektion vil ofte blive betragtet som
bestaende af to afbildninger: En, der “skrumper” kuglefladen med radius R til
en kugleflade med radius r: F(x,y,2) = 5(2,y,2) og en afbildning fra den lille
kugle til planen, som skal have et malforhold tet pa 1. Hovedmalforholdet er
malforholdet for afbildningen F'. Det kan vi nemt regne ud: F o~y(t) = 5v(t), sd
(Fov)(t)= £ (t) og altsa er malforholdet

[(F o) (to)] _ 7

() R

for alle kurver ~y og alle punkter ~y(to).
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6.1 Malforhold og kadereglen

En kurve « pa kuglefladen eller ellipsoiden, kan beskrives ved de geografiske
koordinater:

hvor
R cos ¢ cos A

XA, p)=| RcosesinA
Rsing

hvis datumfladen er kuglefladen.

Hvis datumfladen er en omdrejningsellipsoiden med halvakser a og b har vi

N - cos pcos A
X\, @) = N - cospsin A
N-(1—¢?)-sing

Hvor
€ =
a2
og
N = «
Va2 cos? o 4 b2sin® ¢

Tilsvarende kan billedkurven efter projektion, fo~v(t), beskrives via de geografiske
koordinater. Det er netop det, vi gor nar en projektion skrives (A, ) — (f1(A, ), f2(\, ¢)).
Vi vil bruge notationen X (X, ¢) = (fi(\, ), fa(A, ¢)) for den analytiske fremstill-

ing af projektionen i geografiske koordinater.

Til beregning af malforhold skal vi altsa bruge ]%X(/\(t), o(t))] og [LX(A(t), p(1))].

Det udregner vi systematisk ved brug af keedereglen:

d

7 (1) = 2 XA, ¢(1) = Xa(AW), p()N' (1) + X (AD), 9 (1))¢' (1)

Leengden udregnes ved skalarprodukt:
YO =7t) (1) =

(XAA@), ()N () +X (A1), 0(8))¢' (1)) (XA(A(), p(0)) N (£)+ X (A(E), (1)) (1))
= XA(A(1), (1) - Xa (A1), (1)) (N'(£))* +2XA (A1), (1)) - X (A(L), ()N (1) (1)
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+X (A1), o(t)) - X (A1), (1)) (¢ (1))*
Eller lidt kortere, hvor vi underforstar, at X og X, er funktioner af (A(¢), ¢(t)):

[V = (Xa - X))V ([1)* +2(Xn - X )N ()9 (8) + (X, - X )(¢(1))

og tilsvarende:

[(F o) (I = (Xn- X )N (1) + 2K - XN ()¢ (1) + (X, - X ) (¢ (1)

Udregning af leengderne og dermed malforholdet er altsa blevet delt i de afledte
af A\(t) og p(t) samt nogle storrelser, der atheenger af punktet P = ~(t) = (X, ),
som vi vil indfgre en notation for:

E<)‘7 90) = X)\(/\v @) ' XA<)‘7 ¥
F()‘> 90) = X/\()‘> 90) ’ XSO()‘a 50) (61)
G\ @) = Xu(A ) - Xp(A g

Funktionerne E, F' og G kaldes koefficienterne til forste fundamentalform for kug-
lefladen/ellipsoiden. Og de tilsvarende storrelser E, F' og G er koefficienterne til
forste fundamentalform for projektionen. Fgrste fundamentalform skrives ogsa

(ds)* = E(d\)* 4 2Fd)dy + G(dyp)?

malforholdet kan nu skrives

EN)2 4 2FNy + G(¢')?

EOVE + 2EN G 1 Gl (6.2)

m((A ¢),7)* =

Saetning 6.1.1 malforholdet afhenger kun af punktet (A, ¢) og tangentretningen
V()
(v (8)]

Bevis: Vi skal vise, at malforholdet langs en kurve med tangent givet ved
7 (t) = XoN () + X, (1)) er det samme som langs en kurve med tangent kv'(t) =
E(XON () + X9 (t)). Det kan omskrives til k/(t) = X\kN (t) + X k¢'(t) og fra
6.2 ved vi, at malforholdet sa kan beregnes som

2 _ E(kN)? +2FkNkg + G(kg')?

A @), k'
m((A, ¢), k') E(kN)? +2FkN ke’ + G(ky')?

Man forkorter med k? og ser, at m((\, @), kv") = m((\, ¢),7) O
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(A(t),¢(t)) = (Ao +tcosa, vy + tsina

Figure 6.2: Malforhold i retning «

Vi har altsa et malforhold for hvert punkt og i enhver tangentretning. Skal vi
kende alle malforhold, er det saledes nok at se pa situationen, hvor (X, ¢’) har
leengde 1.

Enhedsvektorer kan skrives (X, ¢') = (cos, sin ). I hvert punkt P = X(\g, o)
kan vi saledes ngjes med at studere malforhold langs linier i parameterplanen (

(A, p)-planen)
(Ao + tcosa, po + tsina),

som jo netop opfylder, at (X' (0), ¢’ (0)) = (cosa,sina) og X(A(0),»(0)) = P
Malforholdet i P i retning « er

m(P,a)? = E cos® o+ 2F cos asin o + G sin® o

E cos? o + 2F cos asin a + G sin®

I alle beregninger af malforhold far vi altsa brug for ferste fundamentalform for
kugleflader eller omdrejningsellipsoider.

6.2 Fgrste fundamentalform for kugleflader og
ellipsoider

Forst finder vi fgrste fundamentalform for kuglefladen:

R cos pcos A
X(A,¢) = RcospsinA
Rsinp
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—Rcospsin A
Xa(A ) = R cospcos A
0

—Rsin ¢ cos A
Xs(A, ) =| —Rsingsin A
Rcosyp

Koefficienterne til forste fundamentalform for kuglen er altsa

E(\ @) = R*cos®p, F(\,¢) =0, G(\, ) = R? (6.3)

For ellipsoiden er det lidt mere omstaendeligt, men det lader sig dog ggre. Man
far efter omhyggelig differentiation ...

E = N?cos? ¢

F =
G = M?

Hvor
a’b?

M =
(a2 cos? p + b2 sin? )3/2

6.3 Udregninger af malforhold

Eksempel 6.3.1 Langs en lengdegrad/meridian, er « = 7/2, sa malestokken er

m(P,7/2) = g

Langs en breddecirkel/parallel, er o = 0, og malestokken er

m(P,0) =

oy

Eksempel 6.3.2 Malforholdet for Gnomonisk planprojektion.
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Projektionen har analytisk form

= cot ¢ cos A
X0vp) = (o)

cot psin A
hvoraf
> [ —cotpsin A
XalA) = ( cot p cos \ )
< 0 B 81;21g0 Ccos A
(M) = —1_sin A
sin®
Forste fundamentalform er altsa
- - - 1
E(\ ) =cot>p, F(\ @) =0, G\ ¢) = — I
sin®
Malforholdet bliver sa
cot? pcos? o + —4—sin® a

sin? ¢

m((A )" =
(( 7@)7 ) R2COS2¢COSQQ+R2Sin2a

Langs en breddecirkel far vi

1 1
m((A, ¢),0) = \/ R2sin? ¢ B Rsinp

og langs en lengdegrad:

1 1
m<<)\7 ()0)771-/2) - \/WTHZLQD - Rsin2<,0

Eksempel 6.3.3 Ortografisk planprojektion. Her er

> COS (v COS A
O e

cos Y sin A
Og vi far
< [ —cospsin A
X,\()\,<p)—( COS oS \ )
o [ —singpcos A
X\ o) = ( —sin @ sin \ )
Sa

31
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Forste fundamentalform for kuglefladen blev regnet ud ovenfor. Heraf

2 2 02 a2

m((\ @) a)2— COS”  COS” (v + s1n”  sIn” «
)5 T P2 coe2 2 2 qin2

R? cos? pcos? a + R?sin” «

/1 1
og langs en lengdegrad

sin? | sin ]
mi(h ), m/2) = | Tt = [

Eksempel 6.3.4 Stercografisk projektion. Den behandles najere i en opgave!
Her far man ved udregninger som ovenfor

m((A, @), @)

Langs en breddegrad fas:

B 2
~ 1+4sing
malforholdet afhenger altsa ikke af vinklen o. Vi vil senere se, at det betyder, at

projektionen er konform.

Eksempel 6.3.5 Centralcylindrisk projektion.

X\ ) = ( ta;\up )

%000 - (1)

cos? ¢

Og koefficienterne til forste fundamentalform er

E()‘aso) =1, F()‘vsp) =0, G()" 90) =

cost o

1
cos? p

A 2=
m((A, ¢), @) R2 cos? p cos? a4+ R?sin’ o
1 1
m((\,),0) = \/R: =7
1 1
) ) = R2 - %

A 2
m((X )7/ V R2cos*y  Rcos?

cos? o + sin? o
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Eksempel 6.3.6 Archimedes’ projektion

X0 = (s )

cos? o + cos? psin? a

m((\, ), a)? =
(X)) R2 cos? p cos? a + R?sin®
1

1
)\ — —=
m((A¢),0) V R2cos2yp  Rcosyp
cos?p  cosp
(), m/2) = [ E = <

Bemark, at produktet m((X, ¢),0)m((A, ), 7/2) = 7z er konstant. Vi vil senere
se, at det betyder, at projektionen er arealbevarende.
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Chapter 7

Fgrste fundamentalform og
forvanskninger af vinkler og
arealer

I foregaende afsnit viste det sig, at forste fundamentalform spiller en central
rolle i malforholdsberegninger. I dette kapitel saettes fokus pa deformation af
vinkler og arealer. Malet er i fgrste omgang at kunne beregne forvanskningerne
ved en given projektion, men nok sa vigtigt vil analysen her senere ggre det
muligt at konstruere projektioner med gnskede egenskaber - arealbevarende eller
vinkelbevarende projektioner.

Forvanskninger ved afbildning fra kuglen/ellipsoiden til ellipsoiden, kan studeres
som den forvanskning, der sker fra planen til kuglen/ellipsoiden ved geografiske
koordinater X i forhold til den forvanskning, der sker ved kortet (afbildningen X
udtrykker kortet i geografiske koordinater), se fig. 7.1

7.1 Vinkler og fgrste fundamentalform

Vinkelforvanskningen er et udtryk for forskellen pa vinkler mellem kurver pa
datumfladen (kugleflade/ellipsoide) og vinkler mellem billedkurverne i i kortet.

Ligesom med malforholdet, kan dette systematiseres ved brug af forste funda-
mentalform:

Vi ser pa to kurver v, (t) og 72(t) pa datumfladen, som skeerer hinanden i ¢ = 0.
Disse skrives i geografiske koordinater:

Y1(t) = X(Ai(t), 1 (1))

35



36 FORSTE FUNDAMENTALFORM OG FORVANSKNINGER

T

Figure 7.1: Forvanskninger fra kuglen til planen er en kvotient af forvanskninger
ved X og ved X

2(t) = X(A2(t), ¢2(1))

Vinklen v mellem kurverne defineres til at vaere vinklen mellem deres tangentvek-
torer, sa vi har

71(0) - %5(0)
71(0)[15(0)]

Bruger vi nu kaedereglen pa v, (t) = X (\;(t), pi(t)), kan dette udregnes til

COSV =

EXNIXy 4 F(Njoy + X)) + Gl
VIEN)? +2FN @) 4+ G(0))2)/ (E(Xy)? + 2F Ny + G(5)?)

COSUV =

Vinklen w mellem de projicerede kurver X(\;(£), ¢i(t)) udregnes tilsvarende, og
vi finder

EXNNy + F(Ngh + Noyol) + Gl o)y
VIEOD? + 2030, + Gl (EOR)? + 2P Np) + Gl2h)?)

COsw =

Nu kan vi saledes i princippet udregne forskellen pa v og w, omend det er ganske
besveerligt!
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7.1.1 Vinkelbevarende projektioner

En vinkelbevarende projektion kaldes ogsa konform. Vi ved nu, at en sadan
projektion skal opfylde v = w og altsa cosv = cosw for alle v og i alle punkter
P.

Vi ser pa nogle tilfaelde:

L. (N, ¢)) = (1,0) og (A, ¢h) = (0,1). Sa er cosv = \/% 0g cosw = ——

BG
2. (AL, = (1,1) og (N, h) = (1,0). Sa er cosv = m% 0g cosw

opskrives tilsvarende.

3. (ML) = (1,1) og (N, h) = (0,1). Sa er cosv = @% og igen kan

cos w opskrives tilsvarende.

Vi far nu tre ligninger, der skal veere opfyldt for en konform projektion:

F F
VEG  VEG
E+F B E+F
VETIF T GVE  \EiorsOvVE
og L
E+F B E+F
VBT OVE  Vireriava
Fra de sidste to ligninger fas % = %, og indsattes det i den fgrste ser man
F:ﬁ:Oeller%:%—%.

Det er altsa en ngdvendig betingelse for en konform projektion. Omvendt: Hvis

en projektion opfylder ligningerne ovenfor, sa er den konform: Lad k = £ = &.

- - . . E G
Saer FE=kE, G=kG og F =kF (ogsa, hvis F' = F = 0).
Vi udregner
ENA, + F(Mgy + X)) + Gl
VI(EN)? +2FX 0] + Ge1)?)V (E(X,)? + 2FXogh + G(h)?)

COSV =

FEXN, + kE (N + Xoh) + kGl o
VB2 + 20N + kG242 (REOG)? + 2k F sy + kG(25)?)

Seettes k udenfor og forkortes veek, ser man cosv = cos w.
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Vi har vist:
Saetning 7.1.1 En projektion med forste fundamentalform E’, 15, G fra en
datumflade med forste fundamentalform E, F, G er konform hvis og kun huvis
enten
F E G
F E G
eller
~ E G
F = F = 0 0 = = =<
E G
Vore datumflader, kugler og elhpsmder er parametriseret med F = 0, sa det er
tilfeeldet F = [ = 0 og = = é’ vi skal studere her. Men teorien raekker altsa

leengere end til kortprmektwner

Konforme projektioner har psene malforhold:

Saetning 7.1.2 malforholdet for en konform projektion afhenger ikke af retnin-

gen:
_JE_ @
VE V@

Omuvendt: Hvis malforholdet er uafhengigt af retningen, sa er projektionen kon-
form.

Bevis: At en konform projektion har et malforhold som ovenfor, vises ved at
indsaette £ = k:E G=kG og F = kF i formlen for malforholdet.

Hvis mélforholdet er uatheengigt af o, sa er m((\, ¢),0)% = m((\, ), 7/2)? =

m((\, @), 7/4)2, g = % = % Heraf fplger ligningerne for en konform

projektion. a

Eksempel 7.1.3 Stereografisk projektion er konform.

7.2 Arealer og fgrste fundamentalform

Arealet af et omrade X (U), hvor U C R? udregnes - ikke overraskende- som et
dobbeltintegrale. Det viser sig at give mening at definere

Areal(X(U)) = [ [ 1Xa0) % X, (0 p)lindy
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Hvis U er omradet afgreenset af a < A\ < bogc < p <d fas

d b
Areal(X(U)) = [ [ 1X(09) % X, 0 Ay

Det geometriske indhold i definitionen af arealet er, at [ X (), ) x X, (A, )| er
arealet af parallelogrammet udspeendt af vektorerne X, (A, ) og X, (A, ¢), sa
integralet er en graenseovergang fra en sum af sma arealer

S XA @) AN x X (Ai, 03) Ap| = S X (i, i) X X (A, 02) [ANAg

altsa en Riemannsum for ovenstaende dobbeltintegrale.

Arealet af billedet ved projektion er

Areal X)) = [ [ 1Ra00) x Kolhsp)ldrdy

Arealerne kan udtrykkes ved fgrste fundamentalform ved brug af formlen |v X
w| = /|[v]2[w]2 — (v - W), som leseren er velkommen til at vise - det kan ggres
ved at skrive alting op i koordinater. Bruges denne, fas

Areal(X(U)) = / ' / b VEG — F2d)\dy

0g

Areal(X(U)) = /cd /ab \ EG — F2d)dy

Hvis projektionen er arealbevarende, skal disse integraler veere ens for alle valg
af omradet U, og det medfgrer, at integranderne er ens. Hvis integranderne er
ens, er integralerne det naturligvis ogsa, i.e.,

Seetning 7.2.1 En projektion er arealbevarende hvis og kun hvis EG — F? =
EG — F? for alle (), ¢).

Eksempel 7.2.2 Archimedes’ projektion er arealbevarende.
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Chapter 8

Konstruktion af vinkel- eller
arealbevarende projektioner

I sidste kapitel fandt vi ngdvendige og tilstrackkelige betingelser for, at projek-
tioner er vinkel eller arealbevarende. Og vi sa, at stereografisk projektion bevarer
vinkler, mens Archimedes’ projektion bevarer arealer. I dette kapitel vil vi kon-
struere flere konforme og arealbevarende projektioner.

Ligningerne
F E G
F E &
~ E
F=F=0 ogrzg
G
0g

EG — F? = EG — F?
er partielle differentialligninger: De giver relationer mellem de partielle afledede
af X og X. Det er absolut ikke simpelt at lgse sadanne ligninger, og vi vil
da ogsa reducere problemet pa forskellig vis. Ved at begraense den meengde af
funktioner, X, vi vil lgse ligningerne for, pa en sadan made, at vi i stedet for
partielle differentialligninger far ssedvanlige differentialligninger.

8.1 Cylinderprojektioner igen

I studiet af projektioner fra et geometrisk synspunkt sa vi pa denne type projek-
tioner. De projektioner, vi fandt, er karakteriseret ved, at meridianer gar i linier
parallelt med y-aksen, mens breddecirkler gar i linier parallelt med z-aksen. De
har formen (\, ) — (A, h(p)), hvor h bestemmer, hvor hgjt en breddecirkel med

41
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h(60)°

h(30)°
h(0)*
h(-30)°

h(-60)°

210240270300330° 0° 30° 60° 90°120150180°

Figure 8.1: En cylinderprojektion (X, ¢) — (¢, h(p))

breddevinkel ¢ skal afbildes op. Generaliserer vi dette, idet vi tillader en skalering
A — ¢ far vi:

En cylinderprojektion er en projektion X(X, @) = (cA, h(y)), hvor ¢ er positiv
(retning mod vest skal veere til venstre pa kortet), h(p) er differentiabel, voksende
(Nord skal veere opad i kortet) og h er injektiv.

8.1.1 Fgrste fundamentalform og malforhold for en cylin-
derprojektion

Xa(As ) = (¢, 0)

X, (A @) = (0,1 ()
E(\¢) = F(\p) =0, GO\ ) = I (p)?

malforholdet for en cylinderprojektion fra en kugleflade med radius 1 er

c?cos? a+ (B (p))?sin® a
m((A ). 0)? = )

cos? p cos? a + sin®

Langs bredde og laengdegrader: m((\, ¢),0) = === og m((X\, ¢),7/2) = h'(p)

cos ¢
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8.1.2 Den konforme cylinderprojektion

Hvis datumfladen er kuglefladen med radius 1, er ligningen for konformitet % =

g, altsé —5— = /()2 Da W(y) er positiv, far vi #'(¢) = =, et stamfunktion-

cos?p cos’
sproblem.

Lgsningen til dette er h(p) = cln(tan(7/4 4+ ¢/2)) + k, hvor k er en konstant.
Hvis vi sender Akvator i z-aksen, er k = 0, og vi har

En konform cylinderprojektion er en Mercatorprojektion:

(A, @) — (e, cln(tan(m/4 4+ ¢/2))

Man kalder sommetider projektioner, hvor ¢ # 1, for modificerede Mercatorpro-
jektioner, og kun den med ¢ = 1 er sa Mercatorprojektionen. Det vil vi ikke
skelne mellem her.

8.1.3 Den arealbevarende cylinderprojektion

Vi har jo allerede en arealbevarende cylinderprojektion, nemlig Archimedes’ pro-
jektion. Og det er faktisk ogsa den eneste - bortset fra skalering: Differential-
ligningerne for arealbevarelse giver

~~ 1
EG = EG < cos*o = 2h'(¢)? & B (p) = —cosp
c
hvor vi bruger, at h'(p) og cos ¢ er positive.

Heraf folger h(p) = % sin , og altsa har vi: En arealbevarende cylinderprojektion
har formen |
<)\7 90) - (C/\7 — sin 90)
c

Geometrisk kan man fortolke ¢ som radius i den cylinder, man projicerer pa. For
¢ < 1 er det en cylinder, der skaerer kuglen i bredde cirklen med cos ¢y = ¢

Eksempel 8.1.1 Peters projektionen, som nogen har et naermest religigst, eller
i hvert fald politisk forhold til (sog pa nettet og se, hvad de dog skriver), er en

arealbevarende cylinderprojektion med ¢ = ? (po = 45°) - somme tider er brugt
lidt storre eller mindre c.

8.2 Planprojektioner igen

De geometriske planprojektioner omkring Nordpolen, som vi studerede tidligere,
opfylder allesammen, at meridianer gar i halvlinier startende i Origo, mens bred-



44 VINKEL- ELLER AREALTRO PROJEKTIONER

decirkler gar i cirkler med centrum i Origo. Generelle planprojektioner er pro-
jektioner, der opfylder denne karakteristik. Altsa har formen

X (A, @) =r(p)(cos A, sin \)

Forste fundamentalform udregnes:
T ) = () (— sin A, cos )

Xo(N ) =1 (¢)(cos A, sin \)

og altsa

E\ @) =r(9)’, F(A ) =0, G\, p) =r'(p)’
malforholdet for en generel planprojektion er:

()2 cos? a +1'(p)?sin® a

m((Av 90)7 Q)Q =

cos? p cos? o + sin? a

r(y) :
)\ Y 0 - Y A’ Y 2 =
m((2.9).0 = 22 oxm((A.9).7/2) = 1'(¢)
Havde vi placeret projektionsplanen i z = —1, ville formlerne ovenfor blive de
samme, men r(p) skal sa veere voksende, hvor den er aftagende ved projektion
omkring Nordpolen.

8.2.1 Den konforme planprojektion omkring Nordpolen

Vi har jo set, at stereografisk projektion er konform. Men det er ogsa den eneste
konforme planprojektion - bortset fra en skalering.

% = g er opfyldt hvis og kun hvis

2

) e | rle) _

cos? p 1 cosyp

—' ()
hvor vi antager, at r(¢) er positiv og /() er negativ - Nordpolen skal afbildes i
Origo, sa r(¢) er aftagende.

Denne differentialligning kan f.eks. lgses ved separation af de variable, eller man
kan fa Maple til at lgse den. Lgsningen er
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malforholdet er

C

M) = —C5
m(A,#) 1+singp

Den geometriske stereografiske projektion har ¢ = 2

Projektion omkring Sydpolen ville give

cos

rip) = Cl —singp

8.2.2 Den arealbevarende planprojektion

Differentialligningerne for denne er

2./

cos® o = r(p)*r'()?

eller cosp = —r(p)r’(¢), som igen kan lgses med resultatet r(p) = /2sinp — 2.
Man skal undervejs bruge, at r(7w/2) = 0 til at bestemme en konstant.

8.3 Kegleprojektioner igen

X(\ ¢) = (r() cos(ar), r() sin(al))
hvor a er en konstant, og 0 < a < 1. For a =1 har vi en planprojektion. Fgrste
fundamentalform bliver E = (ar(¢))?, F =0, G = (ar'(¢))?

og konforme kegleprojektioner har formen

X\ @) = (flg) cosah, f(p)sinal)

hvor f(i2) = ¢ - (tan (£ + %))~

malforholdet er: i
e’ -a-(tan (¥ + %))

CoS

m()" 50) =

Den geometriske fortolkning af denne projektion er: En kegle med abningsvinkel
©o, hvor a = sin(gpy) anbringes over Nordpolen af kuglen/ellipsoiden, og f(y)
bestemmer, hvor hgjt op breddecirklerne afbildes.k er en vilkarlig konstant, sa e*
er en positiv konstant. Det plane billede ved en kegleprojektion fas ved at folde
keglen ud.
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Chapter 9

Konstruktion af konforme
projektioner med lille
malestoksafvigelse

Et fornuftigt krav til en kortprojektion - og i hvert fald det, man kreever i virke-
ligheden - er, at den skal veere konform og at malforholdet ikke skal afvige for
meget fra hovedmalforholdet pa det omrade, man gnsker at kortlegge. For et
givet omrade er opgaven altsa at veelge en konform projektion, der er passende, og
at veelge den skaleringskonstant, der indgar i projektionen, sa malestoksafvigelsen
bliver lille indenfor det givne omrade.

Laes naermere om dette pa spisesedlerne, hvor I vil regne opgaver, der gar ud pa
netop dette.

Det bliver ogsa ngdvendigt at sendre positionen af projektionsfladen, sa vi f.eks.
ikke projicerer pa en cylinder anbragt omkring Akvator, men i stedet tangerende
en meridian. Laes mere om det i [2].

47



48

KONFORME PROJEKTIONER



Chapter 10

Afstandskorrektionen

Nu kan vi regne malforhold ud for en projektion, men hvordan regner man sa rent
faktisk om fra afstanden mellem to punkter malt i kortet til afstande i naturen og
tilbage? Vi vil se pa dette, hvor projektionen er konform, sa malforholdet altsa
ikke afheenger af, hvad retning, man gar, men “kun” af punkterne. Problemet
bestar kort sagt i fglgende: Givet en afbildning f fra kuglefladen (ellipsoiden)
ind i planen. To punkter P, () pa kuglen afbildes i punkter p, ¢ i planen. Hvilken
sammenhaeng bestar der mellem den sfeeriske afstand S mellem P og @) og den
plane afstand d mellem p og ¢7 Teenker man lidt efter, sa optraeder der faktisk 4
kurver, der er knyttet til problemet:

1. den geodeetiske korteste forbindelse a@ mellem P og @ (for en kugle drejer
det sig om en storcirkelbue) med laengde S

2. dens billede f(«) er normalt en krum kurve fra p til ¢ med leengde s

3. den korteste forbindelse mellem p og g er naturligvis det rette liniestykke
imellem dem (korden k), med laengde d

4. Korden er billedet af en kurve 8 = f~!(k) med laeengde D. Kurven (3 er
normalt ikke en storcirkelbue.

Sammenhgengen mellem leengderne S og s fra (1) og (2), hhv. D og d kan
bestemmes vha. malforholdsfunktionen. Til gengeeld er det forholdsvis sveert, at
bestemme forskellen mellem d og s (eller D og S), men ogsa det kan lade sig gore
approksimativt, under anvendelse af numeriske metoder. I landmalingssammenhaeng
er disse sidste korrekturled heldigvis sma og uden praktisk betydning, hvorimod
der skal tages hensyn til dem i geodeetisk sammenhaeng. Vi ngjes her med at
bestemme afstandskorrektionen 0 = s — S idet vi beregner d — D, som ifglge
ovenstaende er en god approksimation til o:

49
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En parameterfremstilling for korden k er, z(t) = p+ ¢ - % og den tilsvarende

parameterfremstilling for 3 er sa y(t) = f~'(z(t)). Bemaerk, at | Z/(¢) |= 1. Vi
siger, at k er parametriseret ved buelaengde.
Langs med disse kurver galder per definition for malforholdet:

W] _ 1
GINECI

Integration langs med (3 beregner dennes laengde D:

d d
p=[17wla= [ oo

Kl

m(z(t) = m(g()) = '|

N

Idet malforholdet normalt kun afviger lidt fra 1, kan man skrive m = 1 + a, hvor

a er en lille storrelse, og for sma veerdier af a geelder: % = HLG ~ 1 — a, altsa:

DN/O (1—a(§:(t)))dt:d—/0 a(#(8))dt,

o~d—D~ /Oda(x(t))dt.

For System 34 (jysk-fynsk afsnit) har vi:

a(y, ) = —0.00005 + 122,586 - 107% - (z — 265000)?,
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Her betegner = x-koordinaten malt i meter. Jeg folger her notationen fra Kai
Borres bog [1].
Indsaetter man en parameterfremstilling for det rette liniestykke fra (y,x) til

(ylvxl): /
z(t) = (Z/aSU)ﬂLE‘(Z/l — Y, 71 — )

fas:

(21 — )

d
t .
d—D = / —0.00005 + 122,586 - 10~'%(x + g — 265000)%dt =
0

d 2
— 265000) - (2, — .
—0.00005-d 4122, 58610716 / (x—265000)2+2-(x RN G ) B G Bk
0

d d>
t? t3
—0.00005-d+122,586-10_16-[(x—265000)2-t+(9c—265000)-(xl—x)-EJr(xl—x)Q3 >

1
d.[—o.oooo5+122,586-10*16-{(:5—265000).(a:—265000+:c1—x)+§-(:cl—x)2}] =

d - [~0.00005 + 40,862 - 1071 - [3(x — 265000) (x; — 265000) + (2 — x1)?] =

d-[—0.00005+40, 862-10%-[(z —265000) + (2, — 265000 )+ (z — 265000) - (z1 — 265000)]].

Med den approksimation, vi allerede har lavet, kan vi ogsa sige

d—D ~

D-[~0.00005+40, 862-10 1% [(2:—265000)2 + (2, —265000)>+ (& — 265000) - (1 — 265000)] .

Tilsvarende geelder:

oc=s5—95n~
$-[—0.000054-40, 862-10~'%-[(x—265000)*+ (1 — 265000 ) *+ (x —265000) - (21 —265000)]] ~
S-[—0.00005+40, 862-10"%-[(2—265000)*+ (1 — 265000)*+ (2 —265000) - (2, — 265000)]].

For andre projektioner med mere komplicerede malforholdsfunktioner, vil ovenstaende
skulle ggres numerisk.

De forste led i raeekkeudvikling af malforhold for Transversal Mercator har samme
form som malforholdet for System 34 m(N,E) = a + b(E — Ey)?, hvor Ey er
Easting for midtemeridianen, den falske Easting. Altsa kan ovenstaende regninger
(gen)bruges til at opna afstandskorrektion for Transversal Mercator, hvis man
ikke gnsker hgjere ngjagtighed, end de fgrste led i reekkeudviklingen giver.
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Chapter 11

Konforme plane afbildninger

Koordinatskift mellem to kort, ombecifring, kan betragtes som en afbildning fra
planen ind i planen. Hvis begge kort er konforme, er koordinatskiftsatbildningen
det ogsa. Og da vi primeert anvender konforme kort, er det relevant at overveje,
hvilke konforme plane afbildninger, der findes. Vi genbruger argumenterne om
konforme afbildninger fra kuglen til planen:

I Fig. 11 lader vi X (u,v) = (u,v) og X (u,v) = f(u,v) er den afbildning, som vi
vil undersgge. Hvad skal der til, for at f er konform?

Alle argumenterne fra kuglefladen kan genbruges, og vi far, at f er konform, hvis
og kun hvis

Det er let at udregne £ = 1, F = 0 og G = 1. Og da X(u,v) = f(u,v) =
(fl(uvv)vf2<uav))7 er
o Oy, Ofae A Ofie  Ofayy o 0f10f>  0fi0f
E_(ﬁu) +(3u)’G_(8v) +(8v) og £ = ou 3u+ Ov Ov

Eller med andre ord; f er konform, hvis og kun hvis vektorerne

()= (})

har leengde 1 og star vinkelret pa hinanden. Hvis vi ved, at kortene har samme
orientering, giver det, at

oh _0h, Oh _ _0h
ou v g@v - Ou

23
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T

Har kortene ikke samme orientering far vi

o __0f 0K _ 0%
ou v g@v  Ou

Eksempel 11.0.1 Lad
f(u,v) = ( ap + aju + au? + buv + c1v + cov?/ [ro + riu + rou? + suv + tiv + tov? )

Da er f konform, hvis og kun hvis a1 = t1,s = 2a9 = —2¢o,b = 2ty = —2r9, 11 =
—c1. Med det komplekse polynomium

P(u+1iv) = (ag + iro) + (a1 +ir1) (u + iv) + (ag — ity) (u + iv)?

fas da fi(u,v) = Re(P(u+ iv)) og fao(u,v) = Im(P(u,v)).

Det geelder generelt: Huvis fi(u,v) og fo(u,v) er polynomier; sa er f konform hvis
0g kun hvis der findes et komplekst polynomium i u + v, sa fi er realdelen og fo
er imaginaerdelen.

Et komplekst polynomium af grad n har n+1 komplekse koefficienter, altsa 2(n+1)
forskellige reelle tal. Et reelt n’te grads polynomium af 2 variable har (n+2)(n+
1)/2 reelle koefficienter. Sa der er ialt (n + 2)(n + 1) koefficienter at velge frit i
f1 09 fa, hvis f ikke er konform, hvorimod der er 2n + 2, huvis f er konform.
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