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����� �� ��! �������"�
 ����������	 �� ��� !�� �� ������������	���	 � �������
���� ������ �� 
�#��
 �� !������ ������!���� ������	 ��� ���� �� ���� �������
�� $����
��� ����� %�� ������ ����� ��� �� �����&�

'��� ��� ����� ���� ��
 ���� ���� ���� �� ��!� ������	 ��� �����
� ����
����� ���� 
�(���������� ��������� ) ��
 ��� ��� ��������� ��������� ��� 
���

 ��� � �� ��� ������� 
��� ��� �� �� ���� ���������� *�� �� � ���� � 
�#������ ��

�(������������� �� � �������� f : R → R	 ��
 ��� �� � ������� ���� ������! ����
��� +����� ������ ��� ��������� f : R

n → R
m� '�� � �������� ���� f(x) = sin(x)	

� �������! �� �����	 ��� ���� �����

f(x) =

{
x sin(1/x) ��� x > 0
0 ��� x ≤ 0

'�� ���� �������� ���� 
�#������ �� 
�(������������� ���� ��!� ������ ���� ���� ���
���� �� 
�	 ��� ���� ����� ��������� �� ���� ���� ���  �������, ��� ��������

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4 ��� (x, y) �= (0, 0)

0 ��� (x, y) = (0, 0)

��� 
��� ��� �� �� ��� 
��������� ) �� ���������� �� ��� ��� ��� ������� 
��� ��� ��	 ���
�� �� ��� � �� ���������� �� (0, 0)- ��(���������� ��������� ��!�� �� �� ����������	

�����
' (����
��� )*
+��# ������� ,
�

+-"& ��.�
+-"& ++�.
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�� �����	 ��
 ���� ��� ��!�� 
�#������ �������� ���� ���� ��� ��������� �� �������
��
 
���������� 
��� ��� ���

��� ��� �� ���� ���� �� ��� ������ �� �� !� � ��� ��!�� 
�#������ �� 
�(�������

������� �� ���� �������"� �� ��������������  �� �������������
 �� 	����� ���
 ��
	����� ������� 
����
 �� ��� !���� �� ��� ���������

!�"�������

� .������ /��/
/��0 ��
 /��1
/��/2

#$�������

/� 3� ������� �� 450	 ��� ��������

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4 ��� (x, y) �= (0, 0)

0 ��� (x, y) = (0, 0)

�� ���
��
� 6�� �	 �� ��� ���� ��������	 ���� ��� ��
������
 �������� �����	
���� ���� �������� ��� ��� 
���������� 
��� ��� ��	 ��
 ���� �� �� ��� �����

����� �� (0, 0)�

� /��5	 /��0	 /��1�

������� �������
������
�� ������ ����� ������
���
�

	�
� ������� ����� � ��

�������

���� �
� ��
��
�

� ����	�� 
�(���������� ��������

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x + iy,

��7��� ���������� ���� ����������� 3� ����������	 ��� ���� ��
 ���!����� ����� �� �
�� ������� ��� .�����
8������ 
�(�������� ���������

∂u

∂x
=

∂v

∂y
��


∂v

∂x
= −∂u

∂y
.

��� ��� ���� �� ���� ���� �� ��� ����� ���� �� u ��
 v ��� 
�(���������� �� � �����
c ��
 ���� ������� ��� .�����
8������ 
�(�������� ���������	 ���� f �� ����	��


�(���������� �� c�

�����
' (����
��� )*
+��# ������� ,
�
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.�� ��� ������ 
�(������������� �� � �������� �� �� ����  �������� �� �����������
�� ��� ������� 
��� ��� ��, *��	 ����� �� � ��9����� %��� ��� ���������& ���
�����	
����! ��� ���������� �� ��� ������� 
��� ��� ��� �� ��������� ���� �� ��� ����� ��
��� ����  ���� ������� �� ��� ��
 �� �� ����  ��������	 ����� �� ����������! ���
����� ��������	 �� �����

������
���

� :������� 0�/0
0�/;	 /��// ) /��/4 < /��;�

#$�������

/� :���� ����� �� �� C2
�������� f : R3 → R ���� ���� ∇f(x, y, z) =
(y2z, 2xyz, xy2 + y)�

�� � /���2 %��������� ��� ������ �� � 
�����!&= /���1

4� � 0�4;�

5� � 0�40�

��� �����	�
 ��� �����
� ���	
��� 
������ ��� 
��

�� 	��
�����	�
�

� �� �
���� 
���!����� �

�������

���� �
� ��
��
�

��� 
�(�������� Dfp �� � �������� f : R
n → R

n �� p ∈ R
n �� � ������ �������


������ �� ��� ��������� 3� f �� � �����������
�	 ��� ����� ���� ������� ����
Dfp ◦ D(f−1)f(p) = D(f−1)f(p) ◦ Dfp = I	 ��� �
������ ���� 3� ����������	 ���

�(�������� Dfp �� � 	����� �
�������
�� ���� �� ���  ��� ���������!	 ��� 
�
 ���
���� ���� ����� �� � %�������& ��� ����, >�� f : R

n → R
n �� � C l �������� %l ≥ 1&

���� ���� Dfp �� � ������ ������������ ���� ����� �� � ���!��������
 X �� p
���� ���� f : X → f(X) �� � ��7������� ?���� ��	 ��� �� ���� �� � C l ���������
���� �� ��� �� ���� �������� �������� �� ���� ��� � ���� ������� �� �� �����������
�� ��� @����� #��
 ����� �������	 ����� ��� ?��� A���� ������� �� ���
 ��
���� ���� � ������� ��� �� � ������������ %�������B� ����� �� � ��� 
�(������&

��� �������� �������� ������� �� � ����������� �� ��� �� ���� �������� ���

����� 3� �� � ��������� ����� ��� ��� �� ��������� �� � ������ �� 
�(����������
���������� >�� f : R

n+k → R
n �� � C l �������� ��
 ��� a ∈ R

n �� � ����	��

�����
' (����
��� )*
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�
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��	��� ���� f−1(a) = {x ∈ R
n+k|f(x) = a} ) ��� ��� �� ��������� �� ��� n ����


����� �� (n + k) ��
����������� !� �� �� f ) �� � k

���������� C l ����������

�� R

n+k� ?��� ���������� '�� ���� ����� �� ��� �������� ���	 p ∈ f−1(a) ����� ��
� ���!�������
 Vp	 ���� �� R

n+k ���� ���� Vp ∩ f−1(a) ��� �� ������� �� ���
!���� �� � C l
�������� g : Up → R

n	 ����� Up �� �� ���� ������ �� R
k ��


Vp ∩ f−1(a) = {g(y), y)|y ∈ Up}
����� ��� ���� �� ������������ �� ����� ��������� C��� ��� � ����
����� �� � ��7������ ������� ��� ��� �� ��� nxn ���� �������� Mn(R) ��
 R

n2

�

��� 
���������� �������� Det : Mn(R) → R �� ���� � ������ �������� ���� R
n2

�� R ���� 1 �� � ��!����  ����� C����	 SL(n) = {A ∈ Mn(R)|Det(A) = 1} �� �
������ �������
	 ����	 �� ����� ���� � !���� ��������

������� �������� ��� ��� �� ���������	 �������� O(n) ) ��������� �� ���������
������� ��
 �� �������� ) �� � ������ ����������
 �� Mn(R)� 3� �� ��� ������ ��
��� ��� S : Mn(R) → Symn	 S(A) = AAT 	 ���� ��� ����� �� ��� 
�������� n×n

��������	 ����� �� ��� ����� �� �� R
n(n+1)

2 �

!�"�������

• :��!� >��!� 8��� ��������	 �

���� ������	/D14� 3 ���� ���
 ��� ���� ��
?��
���

� /4�/
/4�5 ���� ��� ��������! ������������ E� ��!� 41� ���� /�	 ��� �������
��!�����! ���� F>�� B �� �� n
����G��� ��
 ��
��! ����� ��� #!��� ����
F��
 %
&�G �����
 �� �������
 ��� :���� f|B(a) �� ����	 Y = f(B(a)) �� ����
��
 g = f−1 �� �����������

3� ��� ��������� �� ��� �������� �������� �������	 ��415	 �

 ���
����� 
&�
����� �� �� ���� ��� X ⊆ S	 ���� (x, t) ∈ X ∩ f−1(0) ⇒ x = g(t) ��
 ����
(g(t), t) ∈ X ��� ��� t ∈ T0�

3� ��� ���� ���� �� ��415	 ������� X = F−1(Y ) �� Y = F (X)�

���  ��� ���� ����� �� ��� ����� %�� ��410&� H�� ��� ���
����� 
& �� ��� �
����������� ��� ��� X �� ��� �

�
 ���
����� 
&	 �� ��� ��� X �� ��� ������

#$�������

/� >�� F (x, y, z) �� � C1 �������� ���� R
3 → R� �� ���� ������ p = (x0, y0, z0)	

��� �������� F (x, y, z) = a 
�#��� z �� � C1 �������� �� (x, y) �� � ���!

��������
 �� p� ����� ��� �������� �������� ������� �� ����� ���
�������
���� ����� ���
������ ���
 ) ��� � ���� ∂z

∂x
= −DxF

DzF
��
 !� � � �������

��� ∂z
∂y

��
�� ��� ���������
��! ���
������

�� '�� �����  ����� �� a �� {(x, y, z) ∈ R
3|x2 + y2 − z2 = a} ������� � !����,

���� ��� !���� ��� a = 1 ��
 a = −1� ���� F!��� ����!G ��� a = 0,

�����
' (����
��� )*
+��# ������� ,
�

+-"& ��.�
+-"& ++�.
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 �
���!�
���" #�������/���
������ ��� $������	%��

��
���


� �� �
����� ����� � ��

�������

���� �
� ��
��
�

E�����"����� �� ���� �������� 
 ��� ����	 ��� ����!�	 ��� ���� ������� �� ����
���
���
������ �� ���
 �� ���������	 �� ��!�������! ���� �� � ����������� �� ���
�������� �������� �������	 �� !�� ��� >�!���!� �����
 ��� ������"����� ����
��
� ���
������� 3� ��� �
�� ��������� ���
������ ��� � ����� �� �� �� �������
����� ��� ��� ����������� �� � �������� f �� � ������	 �� ���� ������ S �� 
�#��
 ��
����� �� ���� ��������� gi(x1, x2, . . . , xn) = 0�

3� ���� ��� ������ S �� 
�#��
 �� ��������� ��� ������	����
	 ��� I���
������
�����
 ����
� ��������� ���
������ ��� ������� ������ �� f ���� ������� �� S�

������
���

� /4�0
/4�1�

• ����������	
������
	���������������������������������������������

���������� 	��!

#$�������

� /4�/�	 /4�/5�

/� >�� A 
����� � 
�������� n × n ������� 6�� � ����

μ := max{x · Ax| ‖ x ‖= 1}
�� �� ��!�� ���� �� A	 ����	 ����� �� �  ����� y ∈ Rn ���� ���� Ay = μy� 3�
����������	 � ��� ��������� ������ ��� ���� ��!�� ������
%C���� ��� >�!���!� ���������� ���
����� �� ��� ������� �� ��� ��������
f : Rn → Rn, f(x) = x · Ax ��
�� ��� ��
� ���
����� x · x = 1� ���
�������� �� A ����
� � ������ ���������� ��� Df �&

&���	� '��� ����
 
������ ��� �������
��� �����


���


"��� ������ 
���!����� �

�������������	
���
���
������
��
���̃����
	��������������������	����
����

�����
' (����
��� )*
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�������

���� �
� ��
��
�

�� #���	 �� �� ��� �� ���� ���� ��� @����� #��
 ����� ������� ��� �� ���
 ��
���
� ��������� �� �������  ���� �������� �� ��� ����

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0, %/&

����� f : U → R
n �� � ���������� �������� �� �� ���� ������ U �� R

n+1	 ��

(t0, x0) ∈ U � �� ���� ��� ���������� �� ������� ��� �������  ���� ������� �� ��
���� ����� ����!��� ��������	

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds.

� �������� x(t) �� ���� ����!��� �������� �� ���� � #��
 ����� ��� ��� ������!

K(x)(t) := x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds,

����� ��� �� ����� �� �� � ����������� �� � ������� ����� �� ����
�
 ����������
���������	 ��� �
�
 f �����#�� ��� >������" ���
�����

|f(t, x) − f(t, y)| ≤ L|x − y|, (t, x), (t, y) ∈ U, %�&

��� ���� #���� �������� L� �� ��� ���� ����� ��� #��
 ����� ������� �� ������
�
���� ����� ������ � ������ ����� �������� �� %/&�

������
���

• :������� ��/
��4 �� ��� ������� ����� %�54 ��!��	 �� ��� ��� ��� ���� ��
����� ��� ���� 
�������&	

�������"""	���	��#$#�	��	���%&������!���
�����������	��

#$�������

• :������ G ⊂ R
2 �� ���� ��
 ���� f : G → R �� � ���������� ��������

�� ��! � ���������� ������� 
��� ��� � fy �� G� 6�� � ���� f(t, x) �����#��
��� >������" ���
����� %�& �� ��� ����
�
 ���� ������ G1 ⊂ G ���������!
G1 ⊂ G�

• ����� �� ��� ��������! ��������� f : R
2 → R �����#�� � >�������" ���
�����

�� ���� ���� ��� ���������! ��� ���!��,

�����
' (����
��� )*
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/� f(t, x) = 1
1−x2 �

�� f(t, x) = | x|α ��� α ∈ (0, 1]�

4� f(t, x) = x2 sin(1/x)�

• .����
�� ��� �������  ���� ������� dx
dt

= x ���� x(0) = 1� >�� x0 = 1
��
 ��������� xn(t) = Kn(x0)(t)� $ ������ limn→∞ xn(t)� �� ��� !�� ���
�������
 ������, ���� ���� �� ��������� ������� �� �����
 ������ ����������

���� �� �������
��� ����
���


"��� ������ �����!������

�������

���� �
� ��
��
�

�� ���
� ��� �������  ���� �������

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0,

�� ���� 
������ �� ���� ��� J�������B� ���������� �� ���
� ��� 
����
���� ��
��������� �� ��� ������� ���
�������

�� ������
� �� �����
����! �������� ���� ���� ��� ��� ���
� �� ������ �
>�������" ���
����� �� f(t, x) �� ������ ��� ��!���� �� ��� 6����
 ��������� ��

�� ������ ����� ���������� �� ��� ���������

3� ���� �������	 ��������� �� �������
 ��������� ���� �� !� ���

������
���

• :������ ��4 �� ��� ������� �����

�������"""	���	��#$#�	��	���%&������!���
�����������	��

#$�������

• .����
�� ��� ��������

φ(t, x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, ��� t ≤ 0

2t ��� t > 0 ��
 x ≤ 0

2t − 4x
t

��� t > 0 ��
 0 < x < t2

−2t ��� t > 0 ��
 x ≥ t2.

.�� ���� �������� ���� φ(t, x) �� ����������	 ��
 ���� ���� φ 
��� ���
������� � >�������" ���
����� �� ��� ���� ��� ���������! ��� ���!��� .�� ���
#�
 %�� ������� !����& � �������� �� ��� 3A6� x′(t) = φ(t, x)	 x(0) = 0,
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• '��
 � �������� �� ��� 3A6	

dy1

dx
= y2, y1(0) = 1

dy2

dx
= −y1, y2(0) = 0.

• 8������ ���� �����
 ��
�� 
�(�������� ��������

a)
d2y

dx2
= y, b)

d2y

dx2
+ 4

dy

dx
+ 3y = cos(x), c)

d2y

dx2
= F (x, y, y′).

�� � ������ �� #��� ��
�� 
�(�������� ���������� C���� >�� y1(x) = y(x) ��

y2(x) = dy

dx
�

• E�
 ���������

����
� (�����
���

%��  ������ ������

6�����	 !� � �� ���� �������� ��
 ��������� %��� ������� ���& �����

• ��� ���� �� ��� ������ %��������	 ��������� ����&

• ��� ����������

• ��� ������������� ��
 ��� �������


• ��� ���� ����

• ���

&������ "�� ����� ���� ������� �� ��� '��&�()�
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 ���� �� ����� ��� ��� ���� ���
 ��
 ���� � ��������������

@��� ��!��
�	

>������ ��
 ?������

�����
' (����
��� )*
+��# ������� ,
�

+-"& ��.�
+-"& ++�.

/��
����0���� ��� �'
�	
��
�	0���� ��� �'


