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1 Indledning

Integralregning gar tilbage til Newtons og Leibniz’ arbejder i 1670’erne, men det
var farst i 1829 at Augustin Cauclevisteat middelsummerne for en kontinuert
funktion f(z) pa et intervala, b] konvergerer mod et fast tal; dette betegnes med
f: f(x)dx.

| disse noter indfgrer vi det integralbegreb der blev introduceret af Bernhard
Riemann i 1854, og der benyttes foruden middelsummer ogsa over- og under-
summer for funktioner paa, b]. Det giver en fleksibel ramme for at udlede de
vaesenligste egenskaber ved Riemann-integralet, som vi ogsa gar her.

2 Definitioner

Vi begynder med de centrale begreber. Lad]| veere et lukket, begreenset inter-
val (det er underforstaet i notationenat< b, nar ikke andet naevnes). Ved en
inddeling P af [a, b] forstas en endelig delmaengde

P ={xo,x1,...,2,},

som opfylderzy = a, z,, = b,09z,_1 < z; for j = 1,2,...,n. Eninddeling
P; siges at veerénereendP, hvis P; O P (maengdeinklusion). Meengden af alle
inddelinger af et givet interval betegnés:, b|.

Normenaf en inddelingP € Z|a,b] er leengden af det starste delinterval be-
stemt afP og betegnegP||; det vil for P = {x¢, x1,...,x,} sige

|P|| = max{x; —x;—1|j=1,2,...,n}.

Vi bemeerker, aP; 2 P medfarer||P, || < ||P].
Giveteninddeling® = {xzg, 1, ..., z,}, sasiges en-tuppelt = (¢, ...,t,)
at veereunderordnetP, hvist; € [z;_1,x;] for j =1,2,... n.
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Lad f veere en begreenset reel funktion definerefqd]. Givet P € Z[a, 0]
og t underordnefP, sa definerer vi, jeevnfar figur lyiddelsummened

S(P,t, f) = Z ) (5 —xj). (1)
M;(f)
f(t)
m;(f) -
| >
Tj—1 tj X

Figur 1: lllustration til undersum, middelsum og oversum

Forj =1,2,...,n indfagrer vi endvidere tallene
m;(f) =1inf{ f(z) | v € [x;_1,2;] } (2)
M;(f) =sup{ f(z) [z € [zj_1, 2] } 3)

og ved hjeelp heraf definerer vi dernaastiersummef(. kommer fra “lower”)
L(P. f) = imj(f)(%‘ — 1) (4)
j=1
ogoversummeU kommer fra “upper”) ved
UP. f)= iMj(f)(%’ — 1) (5)
j=1

Det falger umiddelbart af definitionerne, at vi har ulighederne
L(P,f) < S(P,t, f) <U(P, f) (6)

for ethvert valg aft underordnef®. Se figur 1 for et eksempel.
Med disse forberedelser kan vi nu definere Riemann-integrabilitet.
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Definition 2.1. En begreenset funktiori pa [a,b] siges at veere Riemann-inte-
grabel pdla, b], hvis der findes et tall med falgende egenskab: Givet> 0, sa
findes en inddeling® € Z[a, b], saledes at for all®, € Z[a,b] medP; D P og
alle t underordnefP; geelder

|S(P17t7f>_"4’ <E.

| bekreeftende fald skriver v = fab f(z)dx. Meengden af Riemann-integrable
funktioner pdja, b] betegnesk ([a, b]).

Det er klart fra definitionen, at der hgjst eksisterer ét4ahed denne egen-
skab, sa notationeA = fab f(z)dx giver mening.

@velse2.1 Bevis pastanden om at der hgijst er et sadant

3 Om Riemann-integrabilitet

For at kunne bruges i praksis skal definition 2.1 suppleres knigstier for in-
tegrabilitet. Vi giver to resultater; det farste viser, at Riemann-integrabilitet ogsa
kan karakteriseres ved hjeelp af oversummer og undersummer.

Seetning 3.1.For en begraenset funktiofi: [a,b] — R, hvor [a, b] er et kompakt
interval, er falgende egenskaber aekvivalente:

(i) Funktionenf(z) er Riemann-integrabelf € R([a,b]).
(i) For ethverte > 0 eksisterer der en inddeling € Z|a, b], séledes at
U(Pb .f) - L(Pla f) <E.

for enhver inddelingP; € Z|a,b] som opfylderP, O P.
Til beviset for seetningen har vi brug for nogle observationer.

Lemma 3.2. Antag, atf er en begraenset funktion pa, b]. Antag, atP;, P, €
Tla,b] og P, O P;. Sa geelder

L(Py, f) S L(Pa, f) 09 U(Pa, f) SU(Py, f).

Bevis. Det er nok at se pa det tilfeelde, hvBs har et punkt mere en®; . Kald
dette punkt, og antag: € |z;_1, ;| . Seet

My = sup{f(z) |z € [&;-1,d}, My =sup{f(z)|z € [c,;]}.



S&erM, < M;(f) og M, < M,(f) ifglge (3), og vi har

......

K
< Y Mp(F) (k= xea) + My(f)(e = 5-1) 7)
" + M;(f)(z; =)
= ZMk(f)(xk — ap-1) = U(Py, f).
k=1
Det viser det ene delresultat. Det andet vises pA samme méde. I

Som konsekvens af lemmaet geelder der for R&llesom er finere en®, at

Dette viser dels at det ‘nytter’ at gere inddelingerne finere, dels at f. eks. un-
dersummenL(P, f) hgrende til en given inddelin@ er mindre end eller lig
enhver oversum svarende til en finere inddeling; dette vil sigé(a, f) <
inf{U(Py, f) | PL 2P}

Det er et centralt punkt i beviset nedenfor at man faktisk kan tage infimum
oversamtligeoversummer, altsa at der for ethvétte Z[a, b] geelder uligheden

L(P, f) <inf{U(P', f) | P’ € Z]a,b] }. 8)

Dette kan fas fra det ovenstaende fordi der for enhver inddefthge Z[a, b]
geelder atP U P’ bade er finere en® og P'.
Endelig defineres detvreog detnedreintegral som, henholdsvis,

I(f) = inf{U(P, f)| P € Z[a,b]} (9)
I(f) = sup{L(P, f) | P € Z[a, b]}. (10)

Det fglger direkte af (8) af(f) < I(f) (og det bliver vist nedenfor at ligheds-
tegnet er eekvivalent med bade (i) og (ii) i seetning 3.1).

BEVIS FOR SETNING3.1. Antag farstf € R([a,b]) 0g seetA = ff f(z)dx.
Lad ¢ > 0 veere givet. Sa findes ifglge definitionen pa Riemann-integrabilitet en
inddeling Py € Z[a,b], sdledes at for all® € Z[a,b] medP D P, og allet
underordnef® geelder

1

| Z i)y —xj1) — Al < 3¢ (11)

Lad nuP veere valgt vilkarligt s8> O P,, men fastholdt i resten af denne del af
beviset. Bruges (11) for to forskellige, underordnedtiplert ogs, sa fas

ISP, f) = S(P.s, Pl = | 3_(F(ts) = F(5)) (w5 = 25-)

n

I F) (g —xi0) = Al + A=) f(si)(w; —aj0)] < %5- (12)

Jj=1 Jj=1



Seet nuy = ¢/(3(b — a)). Bruger vi definitionen af\/;(f) og m;(f) som hen-
holdsvis et supremum og et infimum, kan vi findec [x;_;, z;] sdledes at

M;(f) < J(t;) + p/2,

0gs; € [z;-1,z;], saledes at

m;(f) > f(s;) = p/2.
Heraf falgerd;(f) — m;(f) < f(t;) — f(s;) + 1 0g derngest at

n

U(P,f) = L(P,f) = Z(Mj(f) —m;()(w; = 51)

<Z —Tj_ 1 +“Z (13)

2
<§5+u(b—a):5.

Det beviser at (i) medfarer (ii).

Antag nu at betingelsen (i) er opfyldt. Sa geeldéf) = I(f), hvilket kan ses
pa falgende made: Lad> 0 vaere fast men vilkarligt. Sa findes efter antagelsen
en inddelingP € Z[a,b] medU (P, f) — L(P, f) < £. Men sa har vi

I(f)<UP,f) < L(P,f)+e < I(f)+¢

og derfor B
0<I(f)—I(f) <e.
Dac er vilkarlig, falgerI(f) = L(f).
Ideen er at vise, af er integrabel, i henhold til definitionen, med integral

/ f(x)de = T(f) = 1(f). (14)

Lad ¢ > 0 veere givet. Bestem n@’ saledes, al/(P’, f) < I(f) + . S& geelder
ifglge lemma 3.2 at

U(P, f) <I(f)+e
for alle P O P’. Tilsvarende bestemmé@®’ saledes, at

L(P, f) > L(f) -

for alle ? © P”, hvor vi igen har brugt lemma 3.2. S&§ = P’ U P” og antag
atP D P, er vilkarlig. Sa gaelder for et vilkarligt underordne

A—e=1I(f)—e < L(P,f) < S(P.t, f)

- (15)
SUP,f)<I(f)+e=A+c¢
og falgelig
|S(P,t,f) — Al <e.
Det beviser, aff er Riemann-integrabel. ]
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Bemeerk den finte, at en funktiohe R([a, b]) som konsekvens af saetningen
nedvendigvis ogsa er Riemann-integrabel over ethvert delintémval] af sin
definitionsmaengde. (Dette faktum er nemt at tage for givet, men bgr bevises.)

Ved hjeelp af ovenstaende saetning 3.1 kan vi nu bevise hovedresultatet.

Seetning 3.3.Antag, atf er kontinuert pda, b]. Sa geelderf € R([a,b]), altsa
at f er Riemann-integrabel pg, b].

Bevis. Beviset udnytter af’s kontinuitet pa det kompakte interval, b] er uni-
form (se Apostol Theorem 4.47). Daer kontinuert ogla, b] er kompakt, erf
begraenset; vi kan derfor bruge seetning 3.1 i beviset.sLad0 veere givet. Be-
stemé > 0, sdledes atr — y| < § medfarer|f(z) — f(y)] < €/(2(b — a))
for alle =,y € [a,b]. Det er muligt, daf er uniformt kontinuert. LadP veere
en inddeling med|P| < ¢ og lad P, O P veere vilkarlig. Daf(x) antager
begge veerdiernd/;(f) og m;(f) pa det kompakte interval:;_,,z;], og da
laengden af ethvert sddant delintervalafer mindre endy, sa fglger uligheden
M;(f) —m;(f) < /(2(b — a)) og dermed

UPr f) = LPL f) = Y (M;(f) = my(£)(z; — 2-1)
= (16)

€
< ba)z le 2<5.

Det viser ifglge saetning 3.1 dte R([a, b]). 1

| matematisk litteratur betegnéf([a, b]) ofte rummet af reelle, kontinuerte
funktioner pdja, b] — dermed er seetningens udsag€ dt:, b]) C R([a,b]).

@velse3.1 Gennemfar argumentet for (8) i alle detaljer.

@velse3.2 Bevis at funktionenf(x) der erl for z = 0 og ellers er nul pa—1, 1]
er Riemann-integrabel ga 1, 1] med integraD.

@velse3.3. Godtger pastanden efter seetning 3.1 om integrabilitet over ethvert
delinteval.

4 Egenskaber ved Riemann-integralet

Nedenfor fglger en samling nyttige integrationsresultater, med kortfattede beviser.

Seetning 4.1.R([a, b]) er et reelt vektorrum. Forf, g € R([a,b]) 0g c1,c2 € R

geelder
/ab(clf()—l—@g /f d:c—l—@/ g(z)dw.



Bevis. Seeth = ¢, f + c»g. Sa geelder for allé® og alle underordnedeat
S(Pat> h’) = CIS<P>ta f) + CQS(P7t7g)‘

Givete > 0, sa kan vi bestemme en inddelifij, saledes at for alle® O P’
geelder

b
S(P.t.f) ~ [ fla)ds] <=
og en inddelingP”, séledes at for all® O P” gaelder
b
S(P.t.g) = [ gla)da| <.
Seet nuP, = P’ U P". Sa geelder for all®® O P,

b b
|S(P,t, h) — cl/ f(z)dx — 02/ g(x)dx| < |er]e + |eale.
Heraf fglger resultatet. []

Det naeste resultat kendes som indskudssaetningen.

Seetning 4.2.Antagc €a,b[ og at f er Riemann-integrabel over to af de tre
intervaller [a, b], [a, c] 0og [c, b]. S& erf ogsa Riemann-integrabel over det tredje,

og der geelder . .
/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(z)dx. (17)

Bevis. Vi antager, atf er integrabel ovefu, c| og [, b]. Givete > 0, sa findes der
en inddelingP}, af [a, c|, sdledes at for all@®’ D> P/ geelder

S(P .t f /f dx|<—

og en inddelingP; af [c, b], sdledes at for all@®” > P} geelder

|IS(P". ", f /f da:|<—
herved ett’ og t” vilkérlige tupler underordned®’ og P”. Vi seetterP, = P} U
P}.Lad nuP 2 P, og ladt vaere underordné®. Sa defineres
P =PnNla,d, P" =P Ncb, (18)

med en tilsvarende opspaltnitig= (t', t”). Sa erP’ en inddeling afa, ¢] og P”
en inddeling aflc, b], og der geelder

S(P.t, )= S(P, ¢, f)+ S(P".t", f).
Fordi P’ O P} ogP” 2 Py giver trekantsuligheden derfor at

S(P,t,f)—/acf(x)dx—/cbf(:c)dx] <

Resultatet falger heraf. De andre tilfaelde behandles pd samme made. []
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Vi indfgrer de saedvanlige konventioner og seefferf (z)dz = — fabf(x)d:n
og [ f(x)dz = 0. Derefter geelder (17) for vilkérlig beliggenhedafb og c:

Korollar 4.3. Uden forudseetning om, b, ¢ € R geelder Saetning 4.2 i gvrigt
ordret (med passende fortolkning [af b] for b < a 0sv.).

At Riemann-integralet respekterer den naturlige ordning af reelle funktioner
er indholdet af

Seetning 4.4.Antag f € R([a,b]) 09 g € R([a,b]), og at f(x) < g(x) for alle

T € [a,b]. S& geelder
b b
/ f(z)dz < / g(x)dx.

Specielt geelder for en ikke-negativ funktion, det vil sfge) > 0 for = € [a, b],
at fabf(x) dx > 0.

Bevis. Hvis f(z) > 0, felger det af definitionen pa middelsum at
0<5S(P.t,f)

for ethvertP og ethvert underordnét Men sa erfabf(a:) dz > 0. Heraf falger
seetningen umiddelbart ved at anvende det foregaendepA. []

For en funktionf betegnet f| funktionen givet ved f|(x) = | f(z)|. Man da
har nedestaende resultat, som er fundamentalt for at kunne vise uligheder mellem
integraler.

Seetning 4.5.Antag f € R([a,b]). Sa er|f| € R(|a,b]) og der geelder
b b
[ swisl < [ ifi@s 19)

Bemaerk at det af forudsaetningen fglget.at b. Dersomb < a geelder ifalge

seetninger| [," f(x)dz| < [;'|f(x)|dz. \det [ |f(x)|dz = —fab |f(x)| dz, er
det s i alle tilfaelde vist at

[ 1@ar<) [ el

Denne formulering er dog ret akavet, da der stadig optreeder numerisk vaerdi af
integralet pa ulighedens hgjre side. Da det ydermere er klart at (19) er forkert hvis
b < a, sa ngjes vi med at have preemissem at b staende indirekte i kravet

f € R([a,b)]).

, for a,beR.



Bevis. Betragt etP € Z[a,b], og holdz;_;, z; € P fast. For vilkérligez, y €
[z;_1,2,] haves

[f @) = [f W)l < [f(@) = f)] < M;(f) —m;(f) (20)

og det fglger heraf at
Mi([f1) = m;(If]) < M;(f) —my(f).
Multiplikation medz; — z;_; 0g summation giver nu at

Da det gaelder for alle inddelinger, giver seetning 3.1,fate R([a,b]). Vi har
f <|flog—f <|fl|, sauligheden falger fra saetning 4.4. []

Bemaerkningt.6 (Advarsel). Der geelderikke at |f| € R([a,b]) medfarerf €
R([a,b]). Dette er en af de stgrste svagheder ved Riemann-integralet. Som illu-
stration kan man betragte funktionen [pal1] givet ved

1 for x irrational
f(z) = :
—1 for z rational

Sa geeldet/ (P, f) = 1 og L(P, f) = —1 for alle inddelingerP af [0, 1]. Men sa
er f ikke Riemann-integrable ifglge saetning 3.1. P& den anden sigé¢ leg den
konstante funktiori, som er Riemann-integrabel.

Der findes dog et mere generelt integral opkaldt efter Henri Lebesgue (1902),
hvor klassenZ([a, b]) af Lebesgue-integrable funktioner er s& meget starre end
R([a,b]) at man kan “mangvrere mere frit". Blandt andet geelder der alment at
f € L([a,b]) hvis og kun hvis|f| € L([a, b]). Det vil dog fare for vidt at komme
ind pa dette her.

Det er under tiden nyttigt at vide & ([a, b]) er lukket under punktvis multipli-
kation, hvilket er oplagt for underrummét|a, b]); men det geelder ogsa alment:

Seetning 4.7.Antag f € R([a,b]) 0gg € R([a,b]). Sd erfg € R([a,b]).

Bevis. Vi bruger farst seetning 3.1 for at behandle tilfeelget= g. Der geelder
bade M, (f2) = (M;(| f]))? ogm;(f?) = (m;(| f]))*. Dermed har vi

M;(f%) —my(f%) = (M;(|f]) +m;(1LFD)) (M (1 f]) — my(| £]))
< 2K (M;(|f1) — my(]£1)),

hvor begraensetheden gfer brugt til at bestemme en konstaiit sa| f(z)| < K
for alle » € [a, b]. Men sa fglger resultatet af seetning 4.5 og saetning 3.1.
Resultatet fglger for vilkarlige og g i R([a,b]) af identiteten

2f(2)g(x) = (f(x) + 9(2))* = (f(2))* — (9(x))’

0g seetning 4.1 samt farste del af beviset. ]

(21)
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De to naeste resultater kendes under navnet “differential- og integralregningens

hovedseetning”.

Seetning 4.8.Antag, atf er kontinuert pdla, b] og definér forz € [a, b]

F(z) = / f(t)dt.
Sa erF kontinuert differentiabel péa, b], og der geeldet’ (z) = f(x).

Bevis. For vilkarlige to punkter: og z + h i [a, b] haves

HPE+h) - F@) - fw) =1 [ 10— S @

Givete > 0 og z € [a,b], sd kan vi pa grund af kontinuiteten #fbestemme
etd > 0, s&|f(t) — f(z)| < e for alle ¢ i kuglen By, ;(z, d). Definitionen pé
graenseveerdi, saetning 4.5 og (22) giver derfor resultatet. []

Bemeerk at de afledte df i « og b n@dvendigvis skal forstas som ensidede;
0g at beviset forr = a eller z = b tager hgjde for det ved at referere til kuglen
Bia)(z, 0) i det metriske delrunfa, b] (som forx € Ja, b[ 0g ¢ tilstraekkeligt lille
bloter |z — 0,z + 4] ).

| den omvendte retning haves, endda under svagere forudsaetninger,

Seetning 4.9.Lad F vaere kontinuert pda,b] og differentiabel paja, b med
Riemann-integrabel differentialkvotient; det vil sigé(x) = f(x) for alle z €
Ja,b[ og f € R([a,b]). S& geelder

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Bevis. Lad P veere en vilkarlig inddeling affz, b]. Sa geelder

F(b) — F(a) = Z(F(%’) — F(z-1))
=Y F'(t)(w —wi0) = Y () (a5 — 5o0),

J=1 Jj=1

(23)

hvor ¢; €]z;_1,z;[ er bestemt ved at anvende middelveerdissetningen (Apostol
Theorem 5.11). For hvert fast> 0 kan vi nu bestemme en inddeling, som er sa
fin, at vi har

FO) = Fla) = [ fl)da| = |3 )~ 1) = [ flapde] <=

Da venstresiden er uafhaengigeafog das er vilkarlig, falger resultatet. []
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@velsed.1 Bevis korollar 4.3.

@velse4.2. Brug seetning 4.4 til at vise at der for hver kontinuert funktibpa
[a,b] findes et tak € [a,b] s&

[ t@de= e - a)

Dette kendes sonmtegralregningens middelveerdiseetnings at man endda kan
slutte at €]a, b|.

@velsed.3. Verificer ulighederne i beviset for saetning 4.5.

@velsed.4. Verificer den sidste pastand i beviset for seetning 4.8

5 Riemann-integralet af komplekse funktioner

Konstruktionen af integralet udvides nu til funktioner, der afbilder et interval
over i de komplekse tal. Vi minder om, at en funktign [a, b] — C kan skrives
somf = Ref +ilmf.

Definition 5.1. En begreenset funktiofi : [a, ] — C kaldes Riemann-integrabel
pala,b], hvisRef € R([a,b]) ogImf € R([a,b]); for sadanne saettes

b b b
/ f(x)dx = / Ref(x)dx + i/ Imf(z)dx.
Maengden af komplekse Riemann-integrable funktioner beteBres b]; C)
Bemeerk, at med denne definition er
b b b b
Re/ flz)dz = / Ref(z)dz og Im/ f(z)dz = / Imf(x)dx.
Som en umiddelbar konsekvens af definitionen og seetning 4.1 haves:
Seetning 5.2.R([a, b]; C) er et komplekst vektorrum. Afbildningen
b
fro [ty
er en linezer afbildning fraRk ([a, b]; C) til C.

For handteringen af integraler af komplekse funktioner er det naeste resultat
meget vigtigt.

Seetning 5.3.Lad f € R([a,b]; C). Sa er|f| € R([a,b]), og der geelder

/ab f(z)dx

< [
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Bevis. Far uligheden vises ma vi give mening til integralet pa hgjre side, altsa vise
pastanden om aff| € R([a,b]). Ved at bruge (dele af) formel (20) pa baHef
oglmf, ses det at der til hvert delinterval;_,, ;] af en inddelingP geelder

@)= )] < /(@) = f)
< |Ref(x) — Ref(y)| + [mf(x) — Imf(y)| (24)
< M;(Ref) —m;(Ref) + M;(Imf) — m;(Imf).

Deraf fas at

M;(If]) = my(1f]) < M;(Ref) —m;(Ref) + M;(Imf) — my;(Imf),
hvorfor man ved multiplikation med; — z;_; og summation ovey finder
UP|f))=L(P,|f]) < (U(P,Ref) = L(P,Ref)) + (U(P,Imf) — L(P,Imf)).

Nu ses atf| eriR([a,b]), for til givet ¢ findes en inddeling, for hvilken begge
led pa hgjre side er. ¢/2 for alle P 2 P,.
Bestem nu ef € R, sa at

/abf(ll?)d:c — ot /abf(a:)d:c _ /ab ¢ F(2)dz.

Vi har da, idet vi bruger saetningerne 4.5 og 4.4,

/abf(a:)d:v

b
= Re/ e f(x)da

= /b Re(e f(z))dx (25)

b b
< [ IRe(es@)lds < [ 17(@)lds
Heraf fglger sidste del af seetningen. ]

| kraft af dette resultat kan hovedsaetningen, seetning 4.8, vises (med et lig-
nende bevis) for funktioner med komplekse veerdier.

6 Riemann-integralet af vektorfunktioner

Nu betragtes funktioner, der afbilder et interjal b] over i R" eller C". For
simpelhedens skyld skrives dette séuh, der altsa er et vektorrum over legemet
L. Som bekendt er det ssedvanlige indre produkt i dette rum givetuved =
U0y + -+ Uy, 0g flull = Jug2 4+ Jun?.

Det bemeerkes at der for allec L™ geelder den elementaere ulighed

Jull < fur] + [ua| + -+ Jua; (26)

dette kan ses ved at kvadrere begge sider hvorved der kommer ‘ekstra’ led pa hgjre
side af former2|uy||u,,|, der alle er positive.

Idet funktionerf: [a,b] — L™ kan skrives som-tupler af funktionerf(z) =
(fi(x),..., fa(x)) er folgende definition naturlig.
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Definition 6.1. En begraenset funktiofi: [a, b] — L™ kaldes Riemann-integrabel
pa|a,b], hvis f; € R([a, b]; C) for hvertj = 1,... n; for sddannef seettes

/abf(x)dx = (/abf1(x) da:,...,/abfn(x) dz).

Maengden af Riemann-integrable vektorfunktioner beteg®gs, b]; .").

Bemeerk at integralet af en vektorfunktion hermed bliver en vekidr. i

Ved at reesonnere pa hver kompongnaf f kan man relativt let overfgre de
fleste af de tidligere viste resultater f&([a, b]) eller R([a, b]; C) (alt efter som
L = R ellerL = C). Eksempelvis ses det I&®([a, b]; L") er et vektorrum over
L og at integralet er en lineger afbildning fra dette rum ifid i

Imidlertid er der en vigtig egenskab der fortjener at blive vist i detaljer.

Seetning 6.2.Lad f € R([a,b]; ™). Da geelder atz — || f(z)|| er en funktion i
R(la,0]), og

b b
|| / f(a) da] < / 1f(2)] d. 27)

Bevis. For at vise integrabiliteten dff(z)|| gar vi frem pa samme made som i
beviset for seetning 5.3. Ved at bruge uligheden (26) fag.ferR at

I @) = @I < [1f (=) = fFW)

< Z | fr(z) — fr(y)] < Z(Mj(fk) —m;(fr))-
k=1 k=1
Som i beviset for saetning 4.5 og 5.3 sluttes nu at

n

UP 1) = LP AN < D (UP, fi) = L(P, fi)-

k=1

Her kan hgjre side ggres mindre end et givened at tageP tilstraekkeligt fin,
sa integrabiliteten af f|| falger. Forl. = C gas frem pa samme made, blot skal
man yderligere spalte op i real- og imaginaerdelg;afra og med den miderste
ulighed i (28); jeevnfar beviset for seetning 5.3.

Endelig findes der til hvert € L. en enhedsvektorn som opfylder|jv|| =
u - v, for eksempel, = ﬁv. Specielt geelder dette far = fabf(x) dxz, og det
noteres at: - f(x) eri R([a,b]; C) hvormed ogsdu - f(x)| er integrabel ifalge
saetning 5.3. Vi far da af integralets linearitet og Cauchy—Schwarz’ ulighed at

[ 1@ = [ swar=) v s < [
< [ U@ @ = [ 15l

| den sidste ulighed indgik seetning 4.4 og den viste integrabilitef&f)|| . Der-
med er saetningen bevist. 1

(29)
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