NOTAT OM LIAPUNOVFUNKTIONER

JON JOHNSEN

Dette notat tilstreeber en mere detaljeret forklaring af de centrale ssetninger 5.2 og 5.3 i
[AB] end de skitser, der er givet side 268-270.

1. STABILE LIGEVEGTPUNKTER
Forst skal det vises, at Lyapunovfunktioner giver anledning til stabile ligevaegtpunkter:

Saetning 5.2.Hvis man til 2'(t) = f(x(t)) kan bestemme en Lyapunovfunktion E defi-
neret i en omegn af ligeveegtspunktet & = 0, sd er origo et stabilt ligevegtspunkt.

Beviset vil udga fra nogle observationer af almen interesse.

Bemaerkning 1. Da definitionen af stabilitet kun stiller betingelser for begyndelsepunk-
ter 2(0), der ligger tilstraekkeligt teet pa 2 = 0, s& kan man indskreenke f til at have samme
definitionsmaengde som E. Dvs. man kan antage at Dm(F) = 2 = Dm(f).

Bemaerkning 2. Til hvert £ > 0 der optraeder i definitionen af stabilitet kan man gerne
antage at ¢ er sa lille at

B(0,2¢) C Q. (1)

For et r > 0 haves jo B(0,r) C €, fordi 0 er et indre punkt i , s& man kan erstatte ¢

med min(e, ). Derved opnas for de lukkede kugler at B(0,¢) C €. I det fglgende antages
stiltiende at dette er gjort.

Bemaerkning 3. Til hvert € > 0 kan man indfgre
¢ =inf{ E(z) | [[z]| =}, (2)

og der geelder altid at ¢ > 0 fordi e-sfeeren er kompakt. Det er jo klart at ¢ > 0 fordi
E(z) > 0 for alle z € 2, og antages at ¢ = 0 opnas en modstrid: Sa findes nemlig z; €
som opfylder E(x;) — 0 for k — oo mens [|z;|| = € for alle k. Pga. kompaktheden kan
der udtyndes til en konvergent delfglge x, — y for | — oo, og da normen er kontinuert fas
|yl = limy—,o0 ||z, || = € > 0, som pga. egenskaberne ved E giver modstriden

0< E(y) :zligloE(xk’):CZO' (3)

Derfor er ¢ > 0 som pastaet.

Bemaerkning 4. Hvis man til ¢ > 0 indfgrer ¢ > 0 som i Bemsgerkning 3 kan man
betragte maengden
C={2xzeQ|Ex)<c ||z <e}. (4)
Denne er aben fordi den er en fellesmeengde af dbne meengder, nemlig Q¢ = B(0,¢) N
E7Y(] — oo, c[).
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Desuden har )¢ den vigtige egenskab, at banerne for z'(t) = f(x(t)) ikke kan forlade Q°:
z(0) € Q° = x(t) € Q° foralle t>0. (5)

Thi for det forste aftager £ langs banerne, sa
E(z(t)) < E(z(0)) < c¢ foralle t>0. (6)

For det andet er ||z(t)|| < e for alle ¢ > 0: Dersom |x(to)| > € for et ¢, > 0, sa giver
kontinuiteten af den sammensatte funktion ¢ — z(t) — ||z(t)|| at alle veerdier mellem
|z(0)]| og ||x(to)|| antages pa intervallet [0, ¢o] (jvf. en hovedseetning om kontinuerte reelle
funktioner). Specielt haves ||z(t;)|| = ¢ for et t; € [0,], og derfor medfgrer definitionen
af c at E(x(t1)) > ¢; hvilket strider mod formlen ovenfor. Alt i alt viser dette at x(t) € Q°
for alle ¢ > 0.

Med disse forberedelser kan vi give et

Bevis for szetning 5.2. Til et givet € > 0 (som altsa kan antages tilstraekkeligt lille, jvf.
Bemaerkning 1) bestemmes ¢ > 0 som ovenfor. Derngest veelges § > 0 sddan at B(0,) C QF,
idet Q¢ er aben. For en bane til 2/(t) = f(x(t)) geelder der sa i folge Bemaerkning 4 at

|z(0)]| <0 = z(0) € Q° = z(t) € Q° foralle t>0. (7)
Pér definition betyder dette at 0 er et stabilt ligeveegtpunkt, som gnsket.

Ved at raffinere teknikkerne ovenfor kan man vise fglgende skeerpelse:

Saetning 5.3.Huvis 2/(t) = f(x(t)) har en streng Lyapunovfunktion E i en omegn af
ligeveegtspunktet & = 0, da er dette et asymptotisk stabilt ligeveegtspunkt.

Bevis. Pga. seetning 5.2 er T = 0 et stabilt ligevaegtspunkt; det skal vises at dette er
asymptotisk stabilt. Lad € > 0 veere givet.

1° Det kan igen antages at ¢ er sa lille at B(0,¢) C B(0,2¢) C Q. Det er da nok at vise,
at dersom vi fikserer et vilkarligt z(0) € Q°, sa findes et T' > 0 sa

z(t) € B(0,e) foralle ¢t>T. (8)

(Jvf. definitionen af greenseveerdier for ¢t — 00.)
2° Funktionen t — FE(xz(t)) er aftagende og nedadtil begraenset med

Eo:={BE(x(t)|t>0}=0. 9)

A priori er Ey > 0, fordi E er positiv, og en antagelse om at Ey > 0 fgrer til en modstrid:
Thi i s& fald findes der pga. kontinuiteten af £'i 0 et r > 0 sa ||y < r medfgrer —E, <

E(y) < Ep; her kan 0 < r < € gerne antages. Idet Q¢ C B(0,¢) C Q) giver en hovedsetning
om kontinuerte funktioner at

—k :=sup{ Ef(y) | y € °\ B(0,7) }
=max{ Ey(y) | y € %,y ¢ B(0,r)} <0.

(10)
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Faktisk er —k < 0, idet E ¢ kun har det ene nulpunkt y = 0 (hvor maksimet jo ikke kan
falde!). Pga. definitionerne af r og Ey geelder der at [|z(t)|| > r, sa langs banen der udgér
fra det faste 2(0) € Q¢ har man at Ef(x(s)) < —k. Dette giver for ¢ — oo at

0< Ba(t) = B@0) + | £B(a(s)ds
= E(x(0)) —l—/o Ef(x(s))ds (11)

< E(x(0)) + /Ot(—k) ds = E(z(0)) — kt \, —o0,

og denne modstrid viser at Ey = 0.
3° Der geelder at E(xz(t)) — 0 for ¢ — oco. Dette er en konsekvens af 2°. (Overvej! Brug

at Ey = 0 og at funktionen er aftagende.)
4° Endelig geelder x(t) — 0 for ¢ — oo, som konsekvens af 3°. Thi ellers findes et gy > 0

sa udsagnet z(t) € B(0,¢gq) er falsk for vilkarligt store veerdier af ¢. Mere praecist findes til
go en fglge ty /" 00 84

|lx(tn)|| > eo foralle N €N. (12)
Man kan gerne antage at ¢y < € og sa har man som i Bemearkning 3 at
co = inf{ E(y) | Iyl =0} > 0. (13)

Pga. 3° kan man veelge T > 0 sa E(z(t)) < ¢ for alle t > T.
Det folger at (12) kan skeerpes til at

|x(t)|| > eo for ethvert t>T. (14)

Thi dersom ||z(ty)|| < eo for et tog > T sa veelges tn, > to > T sa ||x(tn,)| > €o. Idet
t + ||z(t)|| er kontinuert viser dette at veerdien &, antages di et vist punkt #, af intervallet
lto,tn.], dvs. ||z(to)|| = €o0. Sa er E(x(ty)) > co, og da ty > T strider dette mod at
E(z(t)) < ¢y for alle t > T.

Ved gentagelse af argumentet for at £y = 0 fas nu en modstrid: Igen er

—ko == max{ Ey(y) | y € 0°\ B(0,) } <0, (15)

og da banen pga. (14) lgber i den mangde maximet beregnes over, sa haves
t
0< B(elt) = E(D) + | Eyta(s)) ds
. (16)
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Denne modstrid viser at z(t) — oo for t — co.
5° I kraft af 4° er = 0 et asymptotisk stabilt ligeveegtspunkt.

Opgave: Brug ssetning 1.3 1 [AB] til at godtgere, at den maksimale lgsning i gennem
punktet (0,xg), xo € Q°, faktisk er defineret pa hele intervallet [0, 0o, saledes det har god
mening at tale om lim; . 2(¢). Hvor bgr man konkludere dette i beviset for seeting 5.3 7



