MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 1. februar 2005

Oversigt nr. 1

Leerebogenfor kurset er

[BM] Mal- og integralteori, af Christain Berg og Tage Gutmann Madsen, Kgben-
havns Universitet, 2001.

Jeg regner med at vi gennemgar bogen i sin helhed, idet den ret ngjagtigt daekker
kursets indhold.

Bogen giver en lettilgeengelig indfaring i et omfattende omrade af den mo-
derne matematik, nemlig integrationsteorien. Men det kunne vaere nyttigt at give
en meget kortfattet beskrivelse af, hvad det hele gar ud pa: Avi§ — R er
en funktion fra envilkarlig meegde, og hvig er simpe) dvs. kun antager ende-
ligt mange veerdiefy, . .., v, }, S& er essensen af Lebesgues integralbegreb at vi
tilskriver f falgende integral,

/dex:yl'm(F1)+y2'm(F2)+"'+yn‘m(Fn)' (1)

Herved erF; ¢ X den delmeengde hvolfi antager veerdiep;, og m(F;) skal
lzeses som starrelsen (“malet”) &f.

Pa den ene side er virker dette bade naturligt og bemeerkelsesveerdigt, fordi
maengdeny kan veere vilkarlig (og ikke er en delmaengde af hverRegller R?).

Pa den anden side er det klart at man ma give en praecis menimglét
m(F;). Det vi vi ggre en gang for alle i kursets begyndelse, og som | vil f& at
se er det en starre konstruktion, som i praksis er mgiggkraftig Stgrstedelen
af landvindingerne i den matematiske analyse og sandsynlighedsregningen i det
20. arhundrede har vaeret afggrende for dette integralbegreb, som | altsa nu skal
mgde. Men mere om anvendelserne senere.

Farste gang er i morgen onsdag den 2. februar. Vi mgdes 8.15 i aud. G5-109,
hvor jeg leegger ud med at gennemga til og med kapitel 1 i [BM]. Siden far | tid
til at regne opgaverne til kapitel O; neeste gang ser vi pa dem til kapitel 1.

Jeg har lagt kopier af relevante dele af bogen i jeres postrum, for den er
desveerre ikke kommet i bogladen endnu.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 2. februar 2005

Oversigt nr. 2

2. gang, onsdag den 9. februamer laegger vi ud med opgaveregning frem til
kl. 10.

Da jeg ikke ndede hele kapitel 1 idag, sa begynder | med faglgende (helst hjem-
mefra):

e Som traening i de nye begreber indses/beviselsyiatE; er enc-algebra i
en maengd« for hverti € I, da er ogsd ), ; E; enc-algebraiX.

e Dernaest vises Saetning 1.2 om at der til hvert system af delmagigdex
findes en mindste-algebra, kaldet (D), indeholdendé.

Noter ato (D) kaldeso-algebraerfrembragtaf D; og atD kaldes efrem-
bringersystenfior denne algebra.

Sa skulle | veere klar til at regne opgaverne til kapitel 1.
Vedr. opgave 1.6, sa skal man nok bruge at metrikken

d(x,y) = |arctan x — arctan y| (2)

giver de samme abne maengder®&om den saedvanlige metrik. (For at se dette
er det nok at vise de to metrikker har de samme lukkede maengder; men pga.
kontinuiteten afan og arctan fglger dette af at;,, — « mht.d(x, y) hvis og kun
hvis der er konvergens i vanlig metrik.)
Er der tid til overs regnes opgaver fra kapitel O.

KI. 10.15 fortseettes med gennemgang af kapitel 1+2.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 10. februar 2005

Oversigt nr. 3

Igar fik vi gennemgaet kapitel 1 og 2, dog paneer afsnit 2.4 om delrum.

3. gang, onsdag den 17. februatHer varmer | op med at vise at der, for en
vilkarlig afbildning f: X — Y og delmaengder af , geelder

[N UjesB;)) = Ujes fH(B)), F T (NjesB)) = Njes fH(B;).  (3)

Geelder noget tilsvarende for billeder i stedet for urbilleder ?

Afklar hvorvidt polynomierR — R ogexp samtsin er malelige dvs. Borel-
funktioner. Er en potensraekRe -, a,(z—zo)", betragtet som en kompleks funk-
tion pa sin konvergenscirkel, malelig ?

Dernaest kan | regne opgaverne 2.1, 2.2a-b, 2.3-2.5. Endelig gamle opgaver,
iseer 1.6.

Fra 10.15 gennemgas resten af kapitel 2 og kapitel 3; maske nar vi at bergre
lidt af kapitel 4 om det nye integralbegreb.
Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 8. marts 2005

Oversigtnr. 4

Vi fik sidste gang gennemgaet det meste af kapitel 3noéih Dog blev der
ikke sagt meget om nulmaengder og “naesten overalt”, men dette vil jeg ga ud fra
at | kan leese selv.

Bemeerk dog at at en meengdé C X kaldes en nulmeengde blot den er
indeholdt i en maengde med mal nul, altsa blotc E for et £ C E opfyldende
u(FE) = 0. MeengdenV selv behgver saledes ikke at veere meealgebraen og
dermed (paradoksalt nok) ikke at vaere malelig.

Som det gerne skulle fremga af kapitel 3.2 (og kursets fortsaettelse) er begrebet
til for at holde regnskab med at ting “gar galt” i kun “ubetydelige” maengder.

Det anbefales at gruble hjemmefra over eksempel 2.15. Resultatet herfra ind-
gar i den falgende teori, og metoden bruges ogsa i den farste opgave.

4. gang, onsdag den 9. marts 200%0m saedvanlig leegger vi ud med opgaver,
denne gang i

malelighed: Opgave 2.6 —resultatet er vel egentlig overraskende !? (Man kan
s@gge inspiration i eksempel 2.15 og seetning 0.1)

mal: opgave 3.3+6+7.

aksiomerne: belyses gennem opgaverne 3.4+5+10.

naesten overalt: opgave 3.12+13+14.

fuldsteendige mal: Bliver senere et hovedtema, sa lav gerne opgave 3.15 nu.

Fra 10.15 fortsaettes med gennemgang af kapitel 4. Vi stiler mod at na side 4.11.

5. gang er malet at gare kapitel 4 faerdigt.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 14. marts 2005

Oversigt nr. 5

5. gang, onsdag den 16. martd/i laegger ud med opgaver i
fuldsteendige mal: Gennemsku opgave 3.16 !

Lebesgueintegralet: Regn opgave 4.1 om Dirichlét funktionevink: Brug defi-
nitionen til at vise den er punkntvis graense for en fglge af positive funktio-
ner med integral.

faldgruber: Opgave 4.3.
monotonisaetningen: Regn 4.4.

almen treening: 4.6-9.

modeksempler: Lav opave 4.11 og 4.12.

Fra klokken 10.15 fortseetter vimed resten af kapitel 4 (visse dele er ret ligetil).

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 18. marts 2005

Oversigt nr. 6

6. gang, onsdag den 23. martd/i leegger ud med opgaverne 4.14+19+23+28+29+30+38+39+41.
Afhaengigt af interesser kunne det veere en ide at begynde med 4.41; den kan veere
typisk for matematisk analyse.
Klokken 10.15 gennemgas billedmal fra kapitel 4. Siden fortsaettes med kapi-
tel 5.1-3.
Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 1. april 2005

Oversigt nr. 7

Vi fik sidste gang gennemgaet kapitel 5.3—4 og set pa opgaverne 4.35, 4.42 og
5.6-5.10.

| forbindelse med saetning 5.17 om at Lebesguemalet er invariant under enhver
isometrigp, fik jeg givet en ad hoc begrundelse for at billedmaiéte,) overho-
vedet er et Radonmal. Men som | kan se pa midten af side 5.154a=®) altid
et Radonmal nar blap er homeomorf.

Vi kan ogsa give et nemt argument forethverisometri7: R — R" er
affin, endda af formefi’(z) = 7°(0) + Ox for en ortogonal matrix): Givet at

|T(z) = T(y)|| = ||z —y| foralle z,yeR", (4)

sa kan vi antag&'(0) = 0, fordi T — T(0) ogsa er en isometri. Vi ser sd Ater
normbevarendd|T'(z)|| = ||z||. Fordi normen udspringer af det indre produkt,
dvs.||z||? = (z|x), ses at

lz = ylI* = llzl* + llylI* = 2(z |y) (5)

og da man i alle normerne kan erstattmed7'(x), ogy medT (y), uden at aendre
veerdien, fas

(T(z)|T(y)) =(xz|y) foralle z,yecR" (6)

T er derfor skalarproduktbevarende, og for den naturlige Basis. . , ¢,,) geelder
sdat(T(e;)| T(ex)) = djx, hvorfor(T(ey),...,T(e,)) er en ortonormal basis for
R™. Af opskrivningenT'(z) = >~ \;T(e;) felger sa ved at tage indre produkt med
T(ex)atA, = (T'(z)|T(ex) ), 0g derfor er

I(z) = Z (T(2)|T(es))T(es) = Y (x]e;)T(ey). (7)

Sidste udtryk afhaenger linegertaffalgelig er7'(x) = Oz for enn x n-matrix
O. Nu medfarer (6) aO'O = I, hvorafO* = O~ fglger som gnsket.

8. gang, onsdag den 6. aprill opgavetiden kan | se pa 5.8-5.10 (hvis | ikke
allerede har lavet dem), derneest 5.14+15. Desuden 5.18 og evt. 5.16.

Vi vil bruge denne og naeste gang pa at afslutte kapitel 5 inklusive et bevis for
eksistensen af Lebesguemalet. | bogens appendix er der et eksistensbevis blot for
k = 1, sa vi vil i stedet gennemga opgaverne 5.1-5.5. Vi vil dog begynde med at
ga hurtigt gennem 5.5-5.7.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 13. april 2005

Oversigt nr. 8

9. gang, onsdag den 13. apriVi laver fgrst opgaverne 5.24+28+31. De to sidste
er af den slags der virkelig flytter graenserne for det man ville tro er muligt (eller
de belyser hvordan ens intuition kan spille en et puds).

| kan ogsa regne fglgende: For hvilke vaerdien af 0 er funktionenm,
hvor x > 2, integrabel ico ? Vink: En stamfunktion kan uden videre opskrives !
Bemeerk dog at = 1 er et seertilfeelde, med en ‘anderledes’ stamfunktion.

Dernaest skulle 5.10°3rzere ligetil.

Vi gennemgar idag eksistensbeviset for Lebeguemalet. Vi vil i store traek falge
bogens appendix, i det mindste hvad angar Caratheodorys saetning; derefter vil vi
gennemfare de overvejelser der er ngdvendige for at anvende denne for vilkarlige
k > 1 (og ikke barek = 1 som i appendix).

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 15. april 2005

Oversigt nr. 9

10.gang, onsdag den 20. aprilSom opvarmning regnes 5.2@nk: find en me-
tode til at fa seetningen om malforholdet i spil.

Regn resten af 5.28+31. Fortseet med 5.32. Er der tid til overs regnes gamle
opgaver, eller 5.25 om eksistensen af ikke-Lebesuemalelige meengder, jeevnfar
saetning 5.30.

Fra kl. 10.15 gennemgar vi kapitel 6 frem til og med Tonellis saetning. Emnet
bliver her de generelle seetninger om at ombytte integrationsordnen.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 25. april 2005

Oversigt nr. 10

11. gang, onsdag den 27.aprilSom opgver kan | fgrst i feellesskab diskutere,
hvorfor der for Lebesguemalet geeldengt, , = m, ® m,.
Dernaest kan | lave opgave 6.3, 6.6 0g 6.11.
Desuden 6.14+15.
Fra klokken 10.15 gennemgas resten af kapitel 6 (sa vidt muligt).
Med venlig hilsen
Jon Johnsen

10



MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 17. maj 2005

Oversigt nr. 11

Vi fik sidste gang set pa opgaverne 6.16-19, 6.22, 6.28.

Af nyt stof blev kapitel 7 gennemgaet til og med side 7.8. Som et hovedpunkt
fik vi set at man ved aekvivalensrelationgnv ¢ < f(z) = g(x)n.o. pa vil-
karlige malrum opnar en skare af fuldsteendige normerede vektdipm, E, 1),
1 < p < oo, sakaldte Banachrum.

| dette indgik som hovedresultater bade Holders og Minkowskis uligheder:

[ oror oo, 15 @
(/X|f+g|pd,u)l/p < (/X|f|pdu)1/p+ (/X |g|pd,u)l/p )

Bemaeerk at disse ogsa kan vises alment for positive malelige funktioner (hvorved
| - | er overflgdigt); jeevnfer opgave 7.6 og 7.8.

13. gang, onsdag den 18. may/i beskaeftiger os fgrst med opgaverne 6.27 (geo-
metri), 7.1, 7.3—-4, 7.16 og 7.18. De skulle veere ligetil.
Dernaest gennemgar vi resten af kapitel 7.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 19. maj 2005

Oversigt nr. 12

14. gang, fredag 20. majVi mgdes her i tidsrummet 11.15 til 15.00.
Som opgaver skal i fgrst fuldsteenddigare beviset for saetning 7.28. Hertil fo-
reslar jeg falgende slagplan:

e Vis at der for en fast lukket meengde i et metrisk rumM defineres en
funktionz — d(z, F) := inf{d(z,y) | y € F'}.

Vis atd(z, F') er kontinuertM — R.
e Regn dernaest opgave 5.16.

e For at indse eksistensen af den kompakte meaengde i begyndelsen af seet-
ning 7.28’s bevis regnes opgave 5.1nk: Ved brug af opgave 5.16 laves
farst 5.17, sa 5.18 og endelig 5.19. Det bliver nemmere jo laengere man
kommer.

Endelig laves gamle opgaver.

Ved foreleesningen neevnes kort rumniét (X, E, 1), som groft sagt bestar
af de (klasser af) funktioner, som er begraensede naesten overalt. Dog er normen
| fllo lig det sakaldte:-essentielle supremum fof|. Lees sa vidt muligt pa for-
hand om dette !

Hovedveegten leegges dog pa Fourierteorien, med gennemgang af side 8.1—
8.10, ca.

Sidste seance bliver

15. gang, onsdag den 25. maRegn opgave 8.10 og 8.1-2. Dernaest 8.4 og 8.8
til uddybning af teksten.

Vi gennemgar til sidst resten af kapitel 8, hvor vi blandt vil vise nogle af de
bergmte resultater for Fouriertransformationen; f.eks. at den giver en isometri af
HilbertrummetL, (R*) pa sig selv.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 4
INTEGRATIONSTEORI 26. maj 2005

Oversigt nr. 13

Pensum og eksamen.

Pensum er de gennemgaede dele af C. Bergs og T. Gutmann Madsens feelles
noteheefte “Mal- og integralteori”.

Til den mundtlige eksamen kan man traekke et af falgende spgrgsmal:

(1) Entydighedssaetningen for mal.

(2) Invarians af Lebesguemalet; malforhold.

(3) Produktmal.

(4) Tonellis og Fubinis saetninger.

(5) Lebesguerummene og deres fuldstaendighed.
(6) Fouriertransformationen .

(7) Foldning paR~.

Naturligvis kan der ogsa forekomme supplerende spgrgsmal i kursets hovedpunk-
ter.

Spargsmal fra jeres side kan stilles fredag den 17/6, klokken 14.15; vi mgdes
i lzererlokalet pa basisuddannelsens sekreteergang.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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