MATEMATIK 3
OPTIMERING 2. september 2005

Oversigt nr. 1

Emnet for kurset i optimering vil her i efteraret 2005 blive variationsregning
og optimal kontrolteori. Hensigten er at I skal stifte bekendtskab med disse meto-
der og is@r den type af optimeringsproblmer som de kan behandle.

Som I vil fa at se ligger problemerne langt ud over hvad I tidligere har kunnet
handtere ved at satte partielle afledte lig nul. Groft udtrykt skal vi beskaftige os
med generelle, men dog slagkraftige, metoder til at omskrive optimeringsproble-
mer til nogle ordinzre differentialligninger, som sa kan lgses. Mere derom senere.

Kurset vil basere sig pa felgende bog:

[SS] Optimal control theory with economic applications, af Atle Seierstad og
Knut Sydseter; North Holland 1987.

Forste gang er fredag den 9/9 klokken 8.15; vi ses 1 G5-110. Et program for
forste seance kommer i n@ste uge.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
OPTIMERING 13. september 2005

Oversigt nr. 2

Efter aflysningen den 9/9, som jeg meget beklager, mgdes vi til kursusstarten
den 16/9 1 stedet.

Vi skal blandt andet diskutere hvorledes undervisningen skal organiseres. For
at tilegne sig kursets synspunkter vil det vaere centralt at regne de stillede opgaver.
Men det foregar nok bedst, nar opgaveregningen er forsinket en seance i forhold
til foreleesningen (som vanligt), sa mit forslag er derfor for

1. gang, fredag den 16. september. Vi mgdes klokken 8.15-10.00 (i G5-109)
til forelesning. Jeg vil opsummere lidt af det optimering I kender, n@vne et par
historiske eksempler pa variationsregning, og endelig gennemga s. 13-23 i [SS]
om dette emne. Hovedemnet bliver Eulers ligninger som en ngdvendig betingelse
for et ekstremum.

Fra 10-12 kan I i grupperne tage fat pa opgaverne, som nedenfor stilles til
n&ste gang.

2. gang, fredag den 23. september. Her forelsar jeg at vi begynder kl. 8.15 med
at regne opgaverne 1.1.1, 1.2.1+3+4+5+6 fra [SS] i grupperne

Desuden kan I regne opgave 13.5.51 i Edwards og Penney fra basis, som en
anvendelse af partielle afledte; den gar ud pa at minimere overfladen af en bgje
under den bibetingelse at voluminet holdes konstant. (Vink: Man skal udlede to
ligninger med to ubekendte, f.eks. radius og hgjden, og dernast betragte volumi-
net som en kendt konstant, der kan optrede i1 lgsningen.)

Klokken 10.15-12.00 gennemgas s. 25-31 i [SS]. Med afset i det vi kender
fra funktioner af en variabel, skal vi se pa Legendres ngdvendige betingelse for
ekstremum.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
OPTIMERING 29. september 2005

Oversigt nr. 3

Vi sa sidste gang pa Legendres ngdvendige betingelse for et (lokalt) maksi-
mum i variationsregningen, nemlig at %@ <0.

Vi omtalte ogsa, at Legendre betingelsen udsprang af den 2. ordens betingelse
at I”(0) < 0 (jvf. notationen i udledningen af Eulerligningen). For sammenlignin-
gens skyld gennemgik vi det tilsvarende resultat for funktioner af n reelle variable:

Setning. Lad f: O — R vaere C? pa en d&ben mangde O C R™. Da galder

f har lokalt maksimumiz* € O = Vf(z*) =0o0g
Hf(z"):=( 1 (")) har egenveerdier \; < Oforj=1,...,n. (1)

Ox;0xy,

Omvendt gelder, at dersom H f(z*) har n strengt negative egenveerdier i et kritisk
punkt z* € O, da har f lokalt maksimum i x*.

Bemark at der efterlades et lille hul mellem de ngdvendige og tilstraekkelige
betingelser. Men dette kan ikke undgés (overvej f.eks. 22 — y* i origo).
Bevis: Da f er C? haves Taylors formel, for en passende e-funktion,

f@)=f(a") = V(") (e—a")+5(x—2") H f (") (z—a") e([o—a7|) |Ja—a"] >

Nér z* er et ekstremumspunkt giver dette at V f(z*) = 0. Thi ellers kan man
sette ||z — 2*|| uden for parentes pa hgjre side og notere at V f (z*) - (= (% —
x*)) antager bade positive og negative vardier pa ethvert liniestykke parallelt med
V f(x*) gennem z*; og dette strider mod at f(z) — f(z*) har konstant fortegn pa
alle sadanne men tilpas sma liniestykker.

Da Hf = HfT ogreel, er H f selvadjungeret og i fglge spektralsztningen dia-
gonaliserbar og med reelle egenverdier )y, ..., \,. Dvs. at H f(x*) = PDP” for
D = diag(Ay, ..., \,) og en passende valgt ortogonal n x n-matrix P bestdende
af egenvektorer for H f(z*). Indfgres y = PT(x — 2*), hvorved ||y|| = ||z — z*
fas derfor

’

f(@) = f(@") = 3(z = 2") " PDP"(z — 2") + (||l — 2"||) & — 2"|" )
= 3wt -+ ) +ellyDlly 1>
Tages specielt y = (0,...,0,y;,0,...,0) giver dette
(37 +£(lys)yj = f(x) = F(2"). (3)
For et maksimumspunkt z* er hgjresiden negativ (el. 0) for ||z — 2*|| = |y;| i en

omegn af 0, og da 1 \; +£(|y;|) har samme fortegn som \; for |y;| i en evt. mindre
omegn af 0, sa ses at A; > 0 er umuligt.
Omvendt ses af (2) at

fla) = f(@") < (Fmax(Ar,..., A) +e(lylD) ly]l*. @)

3



Hyvis alle \; < 0, sa er parentesen pé hgjre side negativ el. O for y i en tilpas lille
kugle B(0,r). Daer f(x) < f(z*) for z € B(z*,r), som gnsket.

Lad mig for en god ordens skyld opskrive den ngjagtige udgave af Taylors
formel, som vi har brugt. Hvis g: I — C er en C"-funktion pa et abent interval
I C R, sa geelder for t, ty € I at

1

9(0) = glto)+- -+ o)+ [ (10 t+0—10) .
0

o)

Dette kan opnds ved induktion efter 7, idet man leeser (1—6)"~! som —+ L (1—6)"
og udfgrer delvis integration.

Herfra kan man ret direkte udlede Taylors greenseformel (under samme forud-
s@tninger):

g(t) = glto) + - - + L) (¢ — o)™ 4 = (t — to)(t — to)". ©6)

Faktisk kan e-funktionen opnas ved at man trakker %(t — to)" fra integral-

restleddet; for her er % = fol (1—6)""! df sa man kan udnytte at g™ er kontinuert
itg (prov selv efter !).
For funktioner af flere variable kan begge formler f.eks. udnyttes ved at se pa

g(t) = f(z* +t(x — 2*)) osv.

3. gang, fredag den 30. september. Her vil vi se pa opgaverne 1.3.1-2 og 1.4.1—
4. Som baggrund for opgaver i kapitel 1.4 ma I hjemmefra leese dette afsnit (det
er ikke dybsindigt). Er der tid til overs kan I regne resten af de gamle opgaver.

Dernzst gennemgas side 31-38 i [SS]. Her er hovedsigtet at introducere andre
terminalbetingelser end lige z(¢;) = x;; derved bliver variationsregningen lettere
at tilpasse de praktisk foreckommende eksempler.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
OPTIMERING 3. oktober 2005

Oversigt nr. 4

Vi fik sidste gang gennemgaet variationsproblemer med andre og mere gene-
relle terminalbetingelser. For sadanne fik vi udledt Eulerligningen og de sakaldte
transversalbetingelser. Til den ende fik vi givet et mere precist argument end det
pa side 25 i [SS], idet vi brugte implicit funktionssatningen.

4. gang, tirsdag den 4. oktober. Vi mgdes her til gennemgang af nyt stof klokken
12.30. Som et fgrste punkt vil vi behandle optimering af en reel funktion under
bibetingelser. Dels er dette ment som et supplement til det basale, som gar forud
for variationsregningen (som vi skal se kan den tidligere stillede opgave om bgjen
f.eks. angribes ad denne vej). Dels vil det danne baggrund for kontrolteorien vi
begynder pa i naste uge.

Dernast gennemgar vi side 39-48 i [SS], bade om tilstrekkelige betingelser
og om yderligere andre typer af problemer.

Dernzst vil vi til opgaveregningen se pa 1.4.5 og 1.4.7 samt 1.5.1-4. Iser
1.5.3 burde vist appellere til brede kredse. . .

5. gang, fredag den 7. oktober. Her ser vi pa opgaverne 1.6.1-2, 1.6.4 0g 1.7.1-2,
1.7.4. Og gamle opgaver, hvis der er tid til overs.
Dernast gennemgas resten af kapitel 1 frem til side 61 inklusive.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
OPTIMERING 6. oktober 2005

Oversigt nr. 5

Sidste gang gjorde vi en del ud af at finde ekstremum for en funktion af n
reelle variable opfyldende k ekstra ligninger. Herunder fik vi diskuteret hvorledes
teorien fgrer til en ret direkte lgsning af opgave 13.5.51 i Edwards og Penneys bog
(opgavene om bgjen fra 1. gang).

Det gennemgaede fglger i nedenstaende notat.

Optimering under bibetingelser. I det fglgende betragtes en C''-funktion f: O —
R pa en aben maengde O C R". Opgaven er sa at bestemme dens ekstremvardier
nar x i stedet for hele O blot skal gennemlgbe Igsningsmengden, F, til ligninger-
ne

gl(x) = (1, 7gk(‘r) = Cn- (7)

Herved er alle g; € C*(O,R) givne funktioner. At bestemme max,cr f(x) og
min,er f(z) omtales som ekstremumsbestemmelse for f under de ved gy,. .., gx
givne bibetingelser (7). Herved antages at & < n (idet der ellers kun kan forventes

endeligt mange, eller ingen, lgsninger til (7)).
g1
Bemark at Jacobimatricen for G := ( :
2

G '{(cy,...,c)}) erikke ngdvendigvis en reguler C*-flade i O.
Som en ngdvendig betingelse for ekstremum under bibetingelser har man:

) ikke er forudsat surjektiv, sa F =

Seetning. Hvis «* € O giver f en ekstremveardi og opfylder bibetingelserne i (7),
da har matricen

of of
Ox1 T Orn
991 091
M=% () ®)
99k 995
oxr1 =~ OTn

ikke maksimal rang. (Dvs. der er hgjst k line®rt uathengige rekker.)

Bevis: Antag at rang M = k + 1; ved omnummerering af de variable kan det
antages at de k + 1 fagrste sgjler er linert uathengige. Med en hjalpevariabel
u € R kan man indfgre

flz)+u
Fla,u) = 91?55)
k()

Dette er en C''-funktion O x R — RF™ med 525~ (2*,0) = (M e ), skrevet som
blokmatricer; herved betegner e; den fgrste naturlige basisvektor.



For at anvende s®@tningen om implicit givne funktioner betegnes punkterne
(z,u) € R*! numed (y, 2), idety = (z1,...,2Zp41) 08 2 = (Thy2, ..., Ty, ).
Specielt settes (y*, z*) = (2*,0), saledes at (y*, z*) tilhgrer lgsningsmengden til

F(y,2) = (s e e’ ©)

Herved fastlegges en C''-flade lokalt neer (y*, z*), idet %—g(y*, 2*) i fplge antagel-
sen er reguler, specielt surjektiv.

Det fglger heraf at der findes en C!-funktion ¢/ defineret p& en dben omegn
af z* og to tilpas sma lukkede kugler B, = B(y*, ), By, = B(z*,3) sidan at
: By — By ogat(9)i By X By netop Igses af punkterne pa ’s graf.

Specielt Igses (9) af (¢(2), z) for z = (2}, ..., 2, u) foru € [—3, 3]. Af

fgrste indgang i F' ses da, at der for alle u € [—[3, 3] gelder

f(¢($2+27 te 7:C:;7u)7xz+27 te 7:CZ) tu= f(lC*)

Pa grund af kontinuiteten af u +— (2}, ..., x},u), viser dette at der i enhver
kugle B(z*, r) findes punkter 2/, 2" hvor f(z') > f(z*)og f(z") < f(z*) geelder.
Fordi (v(2), 2} 9,...,25) € F, er f(a*) derfor ikke en ekstremvardi pad F;

ren

hvilket beviser s@tningens pastand.

Bemearkning. I det specialtilfelde at M’s fgrste rekke er en linearkombination af
de gvrige ses at der eksisterer skalarer Ay,...,\; sddan at V f(z*) + \; Vg (z*) +
-+ M Vg(z*) = 0. Dermed er

V(f+X g+ +Xege)(@®) =0 (10)

sa funktionen f 4+ A1g; + - -+ + Argx har kritisk punkt i z*. I det tilfeelde hvor
J1,- - - gk vides at have line@rt uathengige gradienter, kan ekstremumspunkterne
for f under bibetingelserne derfor bestemmes blandt de kritiske punkter for f +
Agr+ o+ MG

Herved har man altsa i alt n + k ubekendte i samme antal ligninger, nemlig
T1ye .. »Tn O A1,. .., A\, SOm optrader i de n ligninger i (10) og i de £ bibetingelser.

Denne metode til bestemmelse af ekstremumspunkter under bibetingelser om-
tales som benyttelse af Lagrange’ske multiplikatorer (som er tallene Aq,...,\g). I
praksis er se@tningen dog ofte mere bekvem, da man dels ikke behgver pavise gra-
dienternes linezre uafth@gighed, dels kan fa en regneteknisk lettelse i at undersgge
hvor M ikke har maksimal rang.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
OPTIMERING 10. oktober 2005

Oversigt nr. 6

Sidste gang fik vi gennemgaet eksempel 11 og optimering med skrotfunktio-
ner. Dog blev det overladt til jer selv at lese den s@tning, der indirekte er formu-
leret gverst side 48 1 [SS].

Desuden blev variationsregningen udvidet til situationen med vektorfunktioner
som de ubekendte, der optimeres mht. Til illustration blev eksempel 15 gennem-
gaet.

6. gang, tirsdag den 11. oktober. Her gennemgar vi resten af kapitel 1 om veerdi-
funktioner og problemer med variabel sluttid samt side 60-61 med betragtninger
over eksistens af lgsninger til variationsproblemer. Desuden tager vi en afstikker
til anvendelserne i mekanik (og fysik generelt), med eksempler.

Fra 13.30 beskaftiger vi os med opgaverne 1.7.1-2+4 (igen), 1.8.1-2 og 1.8.4.

Desuden kan I bevise pastanden vi brugte om konkave funktioner (da vi ud-
ledte tilstreekkelige betingelser for et maksimum): Hvis f: U — R er konkav og
differentiabel pa en aben, konveks mengde U C R", sa geelder

fly) L flx) +Vf(z)- (y—x), forx,y € U.

Vink: For n = 1 reduceres pastanden til den (geometrisk oplagte) sag at [’ er
aftagende; dette ses at fglge af at der for y < z < z gelder

flz) = fy) > f(z) = f(z)

T —y z—x

som fas af konkaviteten af f. Tilfeeldet n > 1 kan behandles ved at forbinde = og
y € U med en ret linie og udnytte resultatet for n = 1.

7. gang, fredag den 14. oktober. Som opgaver ser vi pa 1.8.3, 1.8.6, 1.8.8. Og
1.8.7 angaende problemer med variabel sluttid. Evt. gamle opgaver, hvis der er tid
til overs.

Til forelesningen tager vi fat pa en mere generel problemstilling, nemlig at
veelge sig en optimal kontrol. Vi gennemgar side 69—83.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
OPTIMERING 14. oktober 2005

Oversigt nr. 7

1. obligatoriske opgave. Hver gruppe afleverer en besvarelse, underskrevet af
gruppemedlemmerne, af fglgende to problemer. Dels bogens @velse 1.7.3, dels
den gvelse at brachistochronen er en cykloidebue.

Det sidste kan ske pa fglgende made. Givet to punkter O og P i en lodret plan
tenkes tyngdeaccelerationen ¢ at fgre en treperle gnidningsfrit langs et stykke
C* glat staltrad mellem O og P; problemet er da at bestemme staltradens(=bane-
kurvens) form saledes at perlen fgres fra O til P pa kortest mulige #id. For sim-
pelhedens skyld indlegges et koordinatsystem med origo i O, vandret z-akse og
lodret y-akse pegende nedad sa P(a, b) for passende a > 0, b > 0.

(1) Skriv problemet som et variationsproblem hvori banekurven er givet som
en ubekendt funktion y(x) for 0 < z < a. Man kan udga fra at perlen i
et lille tidsrum dt gennemlgber en buelengde ds = wvdt, hvor v er farten.
Derved er rejsetiden At = foa %, hvori ds og v skal udtrykkes ved . (Brug
at %va = mgy langsbanekurven.)

(2) Vis dernzst at en Igsning y(x) ngdvendigvis ma opfylde at y(z)(1+y'(z)?)
er konstant.

(3) Vis at en cykloidebue opfylder ovenstaende: En cykloidebue er trajektori-
et af origo, nar dette fremfgres af en cirkel med radius r ved rulning langs
x-aksen og udgaende fra centrum i (0, r); cykloiden har derved parameter-
fremstilling

2(p) =r(p —sing),  ylp) =r(l - cosp).

Dette kan bruges uden bevis til at eliminere ¢ og finde y som funktion af z.
(Man m4 her nok ngjes med at bruge f(¢) = ¢ — sin  og dens inverse f~*
som ubestemte hjalpefunktioner.) Vis sé at y(x) lgser ligningen.

(4) Diskuter hvorvidt r er bestemt ved P.

I bedes aflevere bade opgave 1.7.3 og den om brachistochronen senest fredag
den 28. oktober.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
OPTIMERING 24. oktober 2005

Oversigt nr. 8

Vi tog sidste gang fat pa optimal kontrolteori, hvor man skal bestemme

ril(etx)x /totl fo(z(t),u(t),t)dt

hvor den ubekendte er kontrolfunktionen u(t), som dels er bundet af kravet u(t) €
U for en given lukket mengde U C R™; dels fastleegger tilstandsfunktionen x(t),
da denne skal opfylde

Z—f = f(z(t),u(t),t) for to<t<t
sammen med x(ty) = 2° og de sedvanlige terminalbetingelser for ¢t = ;.

Som et hovedresultat fik vi formuleret de ngdvendige betingelser for en lgs-
ning til problemet, dvs. Pontryagins maksimumsprincip. Men som vi sa er dette
hverken enkelt at formulere eller udmgnte i praksis.

Desuden er der den vanskelighed, at u(¢) kun er antaget stykkevist kontinuert
pa [to, t1], sa hgjresiden af differentialligningen, dvs. f(-, u(t),t) er ikke en kon-
tinuert funktion af (z,¢) pa R"x ]to, t1[. Eksistens- og entydighedssatningen er
derfor ikke til radighed i formen kendt fra Mat1; men man har tilsvarende resulta-
ter i den mere generelle ramme, som omtalt i Appendiks A i [SS].

8. gang, tirsdag den 25. oktober. Vi begynder her med gennemgang af side 84—
109 i [SS], dog ej eksempel 4. Vi skal bade se at variationsregningen er et speci-
altilfeelde af kontrolteorien, hvori Eulerligningen fas af maksimumsprincippet, og
se pa tilstrekkelige betingelser for en Igsning.

Som opgaver ser vi pa 2.3.1, 2.3.2, 2.3.4 og 2.3.5. Desuden kan I lave resten
af opgaverne fra 6. og 7. gang.

9. gang, fredag den 28. oktober. I opgaveregningen vil programmet vare 2.3.3,
2.3.6 0g 2.3.7. Desuden 2.4.1 og 2.4.2 (forbered jer ved at gennemga eksempel 3
hjemmefra).

Som opleg til weekendens mentale adspredelse vil vi af nye sager se pa (re-
sten af side 84—109 og) side 131-134 om eksistens af lgsninger til kontrol pro-
blemer — vi vil her mgde en stor klasse af sakaldte mdlelige funktioner, som kan
vere ganske diskontinuerte, men mere herom pa fredag (og pa mat4). Desuden
side 142—145 om variabel sluttid.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 3
OPTIMERING 28. oktober 2005

Oversigt nr. 9

Vi fik idag gennemgaet resten af de tilstreekkelige betingelser (Arrows set-
ning) for lgsning af kontrolproblemet. Desuden side 142-145 om variabel sluttid.

Som hovedeksempel pa dette sa vi i detaljer pa manelandingsproblemet. Ho-
vedkonklusionen derfra var at den optimale Igsning er en passende bang-bang
kontrol, som ydermere er en feed-back kontrol. (Det oprindelige gnske om at
minimere brandstofforbruget blev ikke analyseret, men det ‘mindste’ F' man kan
bruge afhanger jo af startbetingelsen (v, ho) for selve landingen.)

10. gang, tirsdag den 1. november. Her begynder vi med eksistens af lgsninger
til kontrolproblemer, side 131-134, som vi ikke naede d. 28/10. Desuden vil vi se
pa beviset for maksimumsprincippet; hertil fglges et notesat som udleveres.

Som opgaver ser vi pa 2.6.1 og 2.6.2 for at belyse de tilstreekkelige betingel-
ser for en lgsning. Regn ogsa 2.6.4 og 2.6.5—hvad fortller disse resultater om
setning 4 og 5 ?

Fortset med de gamle opgaver.

11. gang, fredag den 4. november. Filippov—Cesaris eksistenssatning illustreres
gennem opgave 2.8.1 og 2.8.3. Dernast gamle opgaver fra 6.-10. seance (ryd op!).

Forelasningen ferdigggr noternes afsnit 5 om maksimumsprincippet; evt. fort-
settes med afsnit 1 fra noterne, der er en optakt til n@rmere studium af linezre
problemer.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 3
OPTIMERING 10. november 2005

Oversigt nr. 10

12. gang, tirsdag den 8. november. fik vi gennemgaet resten af beviset for Pon-

tryagins maksimumsprincip, med visse korrektioner og simplificeringer af forkla-

ringen i noternes afsnit 5.2. Jevnfgr de udleverede handskrevne noter.
Opgaveregningen drejede sig om 2.6.3, 2.8.3, 2.8.5 og 2.8.6.

13. gang, fredag den 11. november. Vis fgrst uligheden i formel (22) i de noter,
jeg udleverede sidst.

Dernast ser vi pa opgaverne 2.8.5 og 2.8.6 (medmindre man fik dem lavet
sidst) samt 2.8.7 og 2.8.9.

Endelig kan 2.9.1 regnes for at belyse problemer med variabel sluttid.

Ved forelasningen gennemgas noternes afsnit 1-2, med hovedvegten pa sidst-
navnte. Vi skal her ise@r se pa det fenomen at et kontrolproblem, eller ditto -
system, kan vere kontrollerbart. Dette kan analyseres i det linezre tilfelde, som
vi skal se.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 3
OPTIMERING 14. november 2005

Oversigt nr. 11

Som en reference for jer mindes om at vi fik gennemgaet

Gronwalls ulighed. For to ikke-negative, kontinuerte funktioner f og k pa et in-
terval [to, T| (evt. for T = o) vil den forste af de to fplgende uligheder medfpre
den anden:

t

f) <+ / k(s)f(s) ds < coxp( / K(s) ds); an

to to

her er ¢ > 0 en konstant, eller sagar en voksende funktion c(t) > 0.

Beviset for (11) fgres ved at vise den for et vilkarligt ¢; > to; sa kan c¢(t)
erstattes af konstanten ¢(¢;). Om F'(t) := c(t1) + ft'; k(s)f(s)ds, forty <t <t,
geelder at F er differentiabel med F'(t) = k() f(t). Sa er k(t) exp(— j;z k(s)ds)
en integrationsfaktor, idet den givne ulighed f(t) < F'(¢) medfgrer at

t

F(t)k(t) exp(— / k(s)ds) — F(t)k(t) exp(— / k(s)ds) <0,

to to

der ifglge differentiationsreglerne er ®kvivalent med

4 (P(t) exp(— / k(s) ds)) < 0.

to

Ved integration over [to, 1] fas at F(t;) < F(to) exp(ftz1 k(s)ds), og felgelig
f(t1) < F(ty) < clt1) exp(f, k(s) ds); qed.

14. gang, tirsdag den 15. november. Vi begynder med at gennemga resten af ka-
pitel 2 i noterne, fra lemma 2.5 og frem. Vi skulle ogsa gerne kunne ggre kapitel 3
om tidsminimeringsproblemet ferdigt.

Til opgaverne ser vi fgrst pa linezre differentialligninger af 1. orden med va-
riable koefficienter:

La(t) = A(t)z(t) + b(t), x(ty) = 2°. (12)

Her er z° € R™ og b € PC(Jt1,ts]) de givne data, mens A(t) = (a;;(t)) er
en n X n-matrix med indgange a;; € PC(]ty, t2[); lgsningen x(t) sgges i C° N
PC(Jty, ta]).

(1) Vis at der for en matrix M gelder at || M| < ||| M |||, idet ||| - ||| betegner

den euklidiske norm af M (opfattet som element i R""). Slut heraf at ¢ —
||A(t)|| er stykkevist kontinuert pa |tq,ts].
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2)

3)

(4)

)

(6)

Vis at f(t,z) = A(t)xr + b(t) opfylder en Lipschitzbetingelse lokalt pa
Jt1, to[ X R™. Slut at (12) pa en omegn af ¢, € |¢;, t5[ har en entydigt bestemt
lgsning.

Vis at der om den maksimale Igsning x(¢) for t > ¢, gelder at

t

lz@I < [l2°]] + / (o) + 1A Hlz(s)11) ds. (13)
to

Slut af Gronwalls ulighed at der for hvert kompakt delinterval [t3,¢4] > to

eksisterer ¢y, co > 0 sa

lx(®)]| < crexp(ea|t —to]), for t € [ts,ty). (14)

(Vink: For t < t, skal fti) i uligheden (13) erstattes med ftto; dernzst kan
man omskrive til en ulighed for hj@lpefunktionen g(7) = |z(to — 7)|,
defineret for 7 € [0, ty — 3], og anvende Gronwalls ulighed pa denne.)

Konkluder at (t,z(t)) for t € [t3,%4] lgber helt i en kompakt mengde
[ts,t4] X B(0, R), fglgelig er [t3, t4] ikke det maksimale definitionsinterval.

Lad ¢;(t),..., pn(t) betegne de maksimale Igsninger for den homogene
ligning med 2° = ey,..., 2° = ¢, ved t = to. Indfor fundamentalmatricen
P(t,tg) = (e - en®)).

Vis at  fgrer en vilkérlig begyndelsestilstand z° over i tilstanden/vektoren
z(t) = O(t, to)2° til tiden ¢. Slut at z(t) er i C(]ty, ta]).

Betragt den generelle lgsningsformel for det inhomogene begyndelsesver-
diproblem:
t
x(t) = O(t, 1)z’ + / ®(t, s)b(s) ds. (15)
to
Les en halv side frem fra noternes formel (4.4) og konkluder at ®(¢, s) er
kontinuert mht. s, og at integralet derfor har mening.
Vis formlen for z(t) ved at ggre prgve.
Vis at ligningen p(t) = —%—f*, med p(T") = 0, giver et problem af denne
type. Slut at p(t) altid er veldefineret pa hele [0, 7).

Spiller det nogen rolle at [0, 7] er et lukket interval ? Kan disse konklusioner
udstraekkes til andre transversalbetingelser ?

15. gang, fredag den 18. november. Her laver vi fgrst opgaverne til noternes
kapitel 3. Desuden tages resten af opgaverne fra 14. gang.

Vi ggr desuden noterne ferdige ved at gennemga kapitel 4, som omhandler
et velkendt problem kaldet det kvadratiske omkostningskontrolproblem, eller det
lineare regulatorproblem.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 3
OPTIMERING 18. november 2005

Oversigt nr. 12

2. obligatoriske opgave. Som den n@ste obligatoriske opgave bedes i regne opg-
ve 2.9.1 1 [SS]. Opgaven vedrgrer modellen i bogens eksempel 2.3, dvs. eksemp-
let side 89, der tidligere har veret gennemgaet ved forelesningen. Men som det
fremgar af opgave 2.9.1 erstattes funktionalet nu med fOT(—l) dt, saledes vi har
et tidsminimeringsproblem.

I bedes aflevere besvarelsen individuelt i underskrevet stand til mig inden 1/12.

16. gang, tirsdag den 22. november. Her forts@tter vi med bogens kapitel 3.1-
3.2. Hensigten er at diskutere mere generelle slutbetingelser og skrotfunktioner,
sa optimeringsteknikkerne lader sig anvende pa stgrre klasser af problemer.

Til opgaverne regnes noternes exercise 3.1-3.3 og evt. gamle opgaver.

17. gang, fredag den 25. november. Vi begynder med noternes exercise 4.1 og
4.3. Dernast 3.1.3 og 3.1.1.
Dernzast forts@tter gennemgangen af kapitel 3.2 og 3.5.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 3
OPTIMERING 28. november 2005

Oversigt nr. 13

Vi fik sidste gang gennemgaet eksempel 10 side 222-225 om spilteori og Nash
ligevaegt. Desuden som annonceret kapitel 3.2 og 3.5 til side 213.

18. gang, tirsdag den 29. november, klokken 8.15-12.00.
NB, NB !! Bemark tidspunktet.
Vi begynder med gvelserne, dvs. opgaverne 3.1.2, 3.2.1, 3.2.7 og 3.2.4.
Fra 10.15 gennemgas kapitel 3.7-8 om problemer med uendelig tidshorisont.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen

19. gang, fredag den 2. december.
Vi begynder med opgaveregning.

(1) Eftervis det sakaldte maksimalitetsprincip:

Hvis (z*, u*) maksimerer ftil fo(z,u,t)dt og opfylder & = f(z,u,t) samt
z(ty) = 2° (+terminalbetingelser), da er (z*,u*) ogsé optimalt pd ethvert
delinterval. Dvs. at for ethvert [to, t3] C [to, 1] vil restriktionen af (z*, u*)
lgse det tilsvarende kontrol problem med z(t3) = x*(t5) som terminalbe-
tingelse.

Vink: For et vilkarligt tilladeligt par pa [to, t3] kan man prgve at sammen-
stykke med (z*, u*) til et par pa [to, t1].

(2) Overvej at PW-kriteriet side 231 er et naturligt krav.

(3) Prgv at udlede de ngdvendige betingelser i Theorem 3.12 fra maksimums-
princippet pé et begrenset interval [to, 7).

(4) Lav 3.8.2 0g 3.8.1.

Dernast gennemgas dele af kapitel 4 om kontrolproblemer med blandede bi-
betingelser. Vi genser her vores gamle venner Lagrangeske multiplikatorer; repe-
ter gerne dette fra oversigt nr. 5.
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MATEMATIK 3
OPTIMERING 5. december 2005

Oversigt nr. 14

3. obligatoriske opgave. Det sidste obligatoriske opgavesat bestar af:

e cxercise 3.2.10* i [SS], som er en teoretisk opgave, hvori man (ud fra det
kendte maksimumsprincip) skal udlede et st ngdvendige betingelser for
problemer med skrotfunktioner og generelle terminalbetingelser;

e exercise 3.6.2, som retter sig mod kontrolteoriens anvendelser. Man kan til
denne opgave bruge eksempel 3.10 side 222, som tidligere er blevet gen-
nemgaet.

Pensum. Efter [SS], dvs. Seierstad og Sydsater: “Optimal control theory with
economic applications’:

e Kapitel 1.1-1.8,

e Kapitel 2.1-2.9,

e Kapitel 3.1-3.2 og 3.5, samt Eksempel 3.10 og 3.7-3.8,

e Kapitel 4.1 og Eksempel 4.2 samt 4.3

Desuden har vi lest noter af Gerd Grubb: “Lectures on control problems” (1997),
som erstatter kapitel 2.10-2.11 1 [SS].

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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