MATEMATIK 3
EN,MP 30. august 2013

Oversigt nr. 1

Litteratur: I Matematik 3 bruger vi (igen) i efteraret 2013
E. Kreyzig: Advanced engineering mathematics, 10. udg., Wiley, 2011.
Beskrivelse: Kurset vil handle om matematiske beregninger indenfor emnerne:
Laplace-transformation: Snedig metode til Igsning af 2. ordens differen-
tialligninger.

Fourier-raekker: Hvordan man kan oplgse funktioner i (uendeligt mange)
harmoniske svingninger — og hvornar dette er smart.

Vektoranalyse: Integralsetninger for gradient, divergens og rotation.
Potensraekker: En slags Taylorpolynomier af “uvendeligt hgj” grad.

Analytiske funktioner: Om at udnytte komplekse funktioner til nemmere
beregninger, inklusive integration ved residuer.

Praktisk: Vi mgdes 14 gange a 4 timer. Hver seance bestar af 90 minutters fo-
relesning i Fib.16 lokale 1.108, og derefter 2 timers opgaveregning i grupperne.

Uge | Dato | Nr. | Emner

36 3/9 1 | kapitel 15.1: Talfglger, konvergens. Uendelige rekker.
37 | 10/9 | 2 | kapitel 6.1-2: Laplace-transformation, differentialligninger.
38 | 17/9 | 3 | kapitel 6.3-5: Trinfunktionen, Diracs deltafunktion. Foldning.
39 | 24/9 | 4 | kapitel 6.6-9: Mere om differentiation og differentialligninger.
40 | 1/10 | 5 | kapitel 11.1-2: Fourierrekker I: periodiske funktioner.
41 | 8/10 | 6 | kapitel 11.2: Fourierrekker II: lige og ulige funktioner.
43 | 22/10 | 7 | kapitel 11.2-3: Fourierrekker I1I: tvungne svingninger.
25/10 | 8 | kapitel 9.1-5: Vektorfelter. Prik- og krydsprodukt. Kurvelengde.

kapitel 9.7-9: Gradient. Divergens og rotation.

kapitel 10.1-2: Kurveintegraler.

44 1 29/10 | 9 | kapitel 10.4—6: Greens s@tning i planen. Fladeintegraler.

1/11 | 10 | kapitel 10.7: Gauss’s s@tning (divergenssa&tningen).

45 | 5/11 | 11 | kapitel 10.8-9: Potentialer. Stokes’s s@tning (rotationss@tningen).
46 | 12/11 | 12 | kapitel 13: Kompleks differentiation,

Cauchy-Riemanns differentialligninger for analyticitet.

kapitel 17.1: Konform afbildning.

kapitel 14.1-2: Komplekse kurveintegraler.

47 | 19/11 | 13 | kapitel 14.3: Cauchys integralformler for analytiske funktioner.
kapitel 15: Potens- og Taylorrekker.

48 | 26/11 | 14 | kapitel 16: Laurentrekker. Integration ved residuer.

27/11 | 15 | @velser til 14. gang i grupperummene, kl. 10-12.

Justeringer kan forekomme undervejs.
Eksamen: Intern skriftlig préve med hjelpemidler.
Pensum: Den gennemgaede litteratur i de 14 seancer, der er skemasat.

Med venlig hilsen
1 Jon Johnsen



MATEMATIK 3
EN,MP 2. september 2013

Oversigt nr. 2

Tirsdag den 3. september, kl. 12.30-16.15. Vi mgdes i Fib. 16, auditorium 1.108
til forelesning kl. 12.30.

Til opgaveregningen (ca. 14.15) repeterer vi forst lidt om komplekse tal (det
er IKKE meningen man skal bruge regnemaskine):

e Skriv brgkerne
6—14 7+114

1+i"  —/5+1i3
péa formen z + iy for passende reelle tal x, y.

e Find 2% og |2|? ndr z = 3 — i4. (Overraskende!?)

e Find modulus og (et) argument for z = 2 — i2+/3.

Skriv z pa formen re'?.

e Find real- og imaginzrdelen for 4€l™/'2, Vink: Lgs 2> = 16¢'™/S.
(Svar: v/6 + \/5)!)
Desuden tager vi et par sma opgaver om uendelige raekker:

e Bestem summen af den uendelige rekke

1 1 1
L+ —+ (=) 4+ (=)"+...
Tt T

Brug fgrst din intuition !

Brug dernast en relevant formel og sammenlign !
e Udregnl+ 3 +¢+5 +5 4.

(Vink: Omskriv til en kvotientrekke—hvilken kvotient ¢ kan bruges?)
e Brug kvotientkriteriet til at afggre om fglgende rekker konvergerer:

1 1
pB=E o

n=1 n=1

Tid til overs ? Begynd pa opgave 15.1.16+17 i bogen.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
EN,MP 9. september 2013

Oversigt nr. 3

NB ! Som et supplement til Kreyzigs s@®tninger bgr jeg nevne fglgende vel-
kendte resultater:

Potenskriteriet: En uendelig reekke af formen

= 1

E - konvergerer hvis og kun hvis 1 < p < oo.
n

n=1

Alternerende raekker R&kken

Z(—l)”“bn konvergerer nar by > by > -+ > b, > -+ >0

n=1

og desuden b,, — 0 for n — oc.

(Endda: Nér s = "7 | (—1)""'b,, og afsnitsfplgen betegnes (s,), s& gelder
0 < (=1)™(s — $p) < bypy1. Dvs. at fejlen s — s, bade har samme fortegn

og hgjst samme stgrrelse som det fgrst udeladte led!)

Begge disse resultater kan veare nyttige, bade direkte og nar man vil bruge sam-
menligningskriteriet.

Tirsdag d. 10. september. Her skal vi trene at afggre uendelige rakkers konver-
gens/divergens:

Sammenligningskriteriet (Thm. 15.1.5) Vis at rekken nedenfor konvergerer:

i L2t 1
lgon 3 iy lag T

n=0

Konvergens/divergens Regn 15.1.16-25. Husk at angive hvilket kriterium du
brugte til at finde svarene.

Videnskabelige beregninger Dette kan belyses ved at regne 15.1.30. (Vink: Man
kan f.eks. begynde med at opna konvergens af raekken, ved at vise at den
opfylder kvotientkriteriet med ¢ = (1 + \/%) <1)

Grensevaerdi: Lav f.eks. opgave 15.1.12.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
EN,MP 13. september

Oversigt nr. 4

NB. Regn sa vidt muligt opgaverne nedenfor HHEMMEFRA ! (Mange er helt
enkle at ga til...)

3. gang, tirsdag den 17. september. Emnerne for opgaverne er:

Laplacetransformering: Regn 6.1.1+3+5+7 (nemme!), brug tabellen og IKKE
computer! Dernast 6.1.9+11 ved brug af definitionen pa Laplacetransfor-
mationen.

Forsat eventuelt med 6.1.20+21.
Invers transformering: Lav 6.1.31+32 og 6.1.37+39+41.
Differentialligninger: Regn 6.2.3+5+7.

Gamma-funktionen: Lzs om I'(z) side A54 og regn efter at definitionen i (24)
giver formlerne i (25)—(26) som pastaet. (Nemme!)
Dernast opgave 6.1.22.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
EN,MP 18. september 2013

Oversigt nr. 5

4. gang, tirsdag den 24. september. Her fortsaetter vi med forelesning over af-
snittene 6.5-6.7 1 [K].
Opgaveregningen fokuserer pa:

Differentialligninger: Opgave 6.2.11.
Forskudte problemer: Prgv med 6.2.15. (Jvf. Ex. 6.2.6.)

Trinfunktionen: Regn 6.3.3+4+5 —tegn f’s graf, skriv f vha. u(¢t — a), bestem
L(f)!

Translationssaetningen (Thm. 6.3.1): Regn 6.3.15+12, og dernast 6.3.14+13.

Diskontinuerte hgjresider: Lav opgave 6.3.22.

Vink: Udnyt omskrivningen 4tu(t — 1) = 4(¢t — Du(t — 1) + 4u(t — 1) til
at repraesentere hgjresiden h(t) som

h(t) =4(t — Du(t — 1) + 12u(t — 1).
Forts@t med opgave 6.3.23.

NB: Regn sa vidt muligt 1-2 fra hvert emne hjemmefra !

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
EN,MP 30. september 2013

Oversigt nr. 6

Vi fortsatter her i kursets 2. fjerdedel med at gennemga kapitel 11.1-4 om
Fourierrakker.

5. gang, tirsdag den 1. oktober. Her ser vi pa opgaver i

Foldning: Lav opgave 6.5.3+7 (nemme!).
Fortset med 6.5.11 og 6.5.214+23+25.

Stambrgker: Regn 6.5.26.

Koblede ligninger: Lav 6.7.19 (man kan gé frem som i Ex. 6.7.2). Fortset med
6.7.20.

6. gang, tirsdag den 8. oktober. Vi regner opgaver i

Periodiske funktioner: Lav 11.1.7+10 (nemme! — husk ogsa at tegne (lidt) bade
forx < —m og for x > 7). Prgv 11.1.3.

Fourierrakker: Brug din PC til at plotte S1(), Sao(7) 0g Sso(z) i eksemplet
side 478 over intervallet —4 < x < 4. Sammenlign med Figur 261 ! (Den
darlige tilnermelse i diskontinuitetspunkterne kaldes Gibbs feenomen. Se
eventuelt nermere pa

http://en.wikipedia.org/wiki/Gibbs_ phenomenon.)

Fourier-koefficienter: Regn fgrst 11.1.21. Dernast 11.1.16; er resultatet overra-
skende?

Fortset med 11.1.17+13.
(U)lige funktioner: Lav 11.2.1 og ogsa 11.2.3+4 (nemme!).

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
EN,MP 21. oktober 2013

Oversigt nr. 7

Sidste gang sd vi at en 27-periodisk funktion f: R — C vha. den komplekse
eksponential funktion ¢!"* = cos(nx)+1isin(nx) har den komplekse Fourierrekke

f(z) = Z cne'™  hvorc, = % /_: f(x)e” "™ da. (1)

Endvidere si vi, at funktionerne e'™* og e!™ er ortogonale for n # m—og at
fremstillingen af f(z) ovenfor derfor kun opnas, safremt man velger alle ¢, til at
have verdierne givet ved integralformlen i (1).

Heraf udledte vi “Fourierrekkernes ABC”: Ved overgang mellem de reelle og
komplekse Fourierrekker galder der at ¢y = ay mens

ap =Cp+c_p, by=1i(c, —c_p) forn=1,2,...
Omvendt har man at ¢,, = %(an —ib,)ogec_, = %(an +1ib,).

7. gang, tirsdag den 22. oktober. Vi forts@tter med gennemgangen af Fourier-
reekker iht. oversigt nr. 1. Dog vil vi fgrst l&gge hovedvagten pa afsnit 11.2-3.
Desuden ser vi denne gang pa fglgende opgaver:

Komplekse Fourierraekker: Brug ovenstiende resume til at bestemme de kom-
plekse Fourierreekker for fglgende funktioner:

flz) =7, g(x)=cosz, h(zr)=sinz. (Nemme!)
Find den komplekse Fourierrekke for “firkantspendingen” i Eksempel 11.1.1.
Reelle funktioner: Vis at nar f(z) kun har reelle verdier, sa gelder at c_,, = ¢,,.
Fourierrakker, (u)lige fkt.: Regn opgave 11.2.11. Brug resultatet til at slutte at

der (som lovet; jvf. ogsa opgave 11.2.20) gelder at

1+1+1+ +1+ =
49 n2 6

—Hpvorfor er Fourierrekken konvergent forxz =1 ?

Nye raekker vha. gamle: Vear snedig og regn 11.2.12 ved bruge metoden fra Ek-
sempel 11.2.2 pa resultateti 11.2.11.
(Overvej ogsa om Theorem 11.2.1 kan udnyttes!)

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
EN,MP 24. okotber 2013

Oversigt nr. 8

8. gang, NB: fredag den 25. oktober Kkl. 8.15-12.00. Ved forel®sningen vil jeg
fgrst runde af omkring Fourierreekker, og dernast ga videre med kapitel 9 om
vektoranalyse iht. oversigt nr. 1.
@velserne vil blive sidste runde med Fourierraekker:

Halv-periode udviklinger: Regn 11.2.23. (OBS. (a) er nem!)

Forset med 11.2.25. (NB: Del (a) har vi mgdt fgr. Hvor?)
Periodiske partikuleerlgsninger: Lav fgrst 11.3.14 — OBS: Fourierrekken for

2
r(t) er kendt fra Eksempel 11.1.1. (Man fir A, = —-1¢ B, = 2= )

wD,? "N D,
Regn dernast 11.3.15.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
EN,MP 28. oktober 2013

Oversigt nr. 9

Som sagt ved forel@sningen: I bgr bladre kapitel 9 igennem og nikke til det I
kender undervejs—og lese n&rmere om de ting, I ikke genkender !

I de nye emner kan I med fordel gennemregne Kreysigs taleksempler, blot for
at afmystificere tingene.

9. gang, tirsdag den 29. oktober. Her regnes opgaver i fglgende emner:
Gradienter+potentialer: Gennemsku opgave 9.7.43—44.

Rotation af vektorfelt: Regn 9.9.5+6. (Vink: Overvej om du kan bruge en af
formlerne 1 9.9.14, og bevis den formel du bruger.)

Bevis formlerne i Theorem 9.9.2 (regn lgs!).

Gl. eksamensopgave(januar 2011) Betragt ligningen

y'(1) + 2y (1) + y(t) = (D),
hvor den ydre kraft r(¢) er den 27-periodiske funktion der er defineret ved
t) t+7m/2, for —m <t <0,
T =
—t?/r+7/2, for0<t<m.
Vis at r(¢) hverken er lige eller ulige.
Find en 27-periodisk partikul@rlgsning til ligningen.

Eventuelt gamle opgaver 1 Fourierrekker, hvis der er tid til overs.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
EN,MP 31. oktober 2013

Oversigt nr. 10

10. gang, fredag den 1. november Kkl. 8.15-12.00.
Her regnes opgaver i de nye temaer:

Kurveintegraler: Regn 10.1.2 ved brug af definitionen side 414.
Fortset med 10.1.3 og 10.1.7.
Stiuafhaengighed: Gor fglgende i opgave 10.2.3:

e opskriv vektorfeltet F(z, y, 2);
e begrund at integralet er uath@ngigt af integrationsstien;

e bestem vardien af kurveintegralet.
Lav sa 10.2.5 pa samme made.

Greens s@tning: Kontroller at Green s@tning er korrekt i tilfeeldet hvor F =
(y, —z) og kurven C er cirklen 2% + ¢y* = }1. (Udregn begge integraler.)
Kurver: se n®ste opgave!

et—et

2

Hyperbolsk sinus og cosinus: Eftervis at cosht := % og sinht := er

hinandens afledede:
(cosht)" = sinht, (sinh )" = cosht.

Begrund at sinh’ ¢ > 0, og at vi derfor har en invers funktion sinh " ¢.

Vis at nar man betragter punkterne (x,y) = (dacosht,bsinht) for et
vilkarligt reelt tal ¢, sa ligger (z,y) pa hyperblen H med ligningen

Lo Y2

V2 (22—

Ey -

Omvendt: Givet et punkt (z,yo) pa denne hyperbel, sa findes et t; € R
sidan at (g, yo) = (Fa coshty, bsinhty). Thi sattes ty = sinh ™' (y0/b), sa
har man dels at yy = bsinh ¢, dels at

Zo Yo (e —e0)?

(Z) =1+ () =14+ ———— = cosh’ty,

sadan at 1y = +a cosh tc—Kontroller dette!

Da hyperblen H séledes er parametriseret ved (cosht,sinht) (analogt til
enhedscirklen), sa kaldes disse funktioner hyperbolsk cosinus, hhv. hyper-
bolsk sinus.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen

10



MATEMATIK 3
EN,MP 4. november 2013

Oversigt nr. 11

11. gang, tirsdag den 5. november. Ved dagens forel@sning vil hovedvagten
blive lagt pa afsnittene 10.7 og 10.8.
Opgaveregningen vedrgrer

Greens satning: (v dig pa formlen ved at regne 10.4.3+5+7+9.

Stiuafhaengighed: Lav fgrst 10.2.11. (S@g eventuelt inspiration i konklusionerne
fra Example 10.2.4.)

Fortset med 10.2.13+15+17+19.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 3
EN,MP 11. november 2013

Oversigt nr. 12

12. gang, tirsdag den 12. november. Ved dagens forelesning behandler vi fgrst
10.9 om Stokes’s rotationss@tning (en rumlig udgave af Greens s®tning: repeter
denne!).

Dernzast tager vi hul pa kursets sidste emne: komplekse funktioner. Repeter
afsnit 13.1-2 om komplekse tal.

Ved opgaveregningen er temaet:

Divergenssatningen: Regn 10.7.9+10. Forts@t med 10.7.13+17. Og rund af med
10.7.15+16.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen

12



MATEMATIK 3
EN,MP 18. november 2013

Oversigt nr. 13

Vi skal snart benytte rod- og kvotientkriteriet for uendelige raekker. I bedes
repetere disse fra kapitel 15.1.

13. gang, tirsdag den 19. november.

Vi fortsetter gennemgangen fra afsnit 13.4.

Ved gvelserne ser vi pa fglgende opgaver. De fleste er helt enkle, sa efter
(manglende!) behov kan nogle eventuelt overspringes.

Rotationssztningen: Fa styr pa denne ved at regne 10.9.13+15+17.

Komplekse tal og funktioner: For hvilke komplekse tal 2 er funktionen

1
f(z) = (=22 -3) defineret ?

Skitser definitionsmengden for f(z). Dernast opgave 13.3.1-5 (nemme).
Real- og imaginzerdele: Regn 13.3.10-12 (nemme).
Kompleks differentiation: Regn 13.3.18-20 (nemme).

Analytiske funktioner: Begrund at ethvert polynomium pa formen
p(2) =an2" + -+ a2z +ap

er analytisk (dvs. differentiabel i ethvert z € C).
Er p(z) en hel funktion ?

Cauchy-Riemanns ligninger: Regn 13.4.2-5.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 3
EN,MP 20. november 2013

Oversigt nr. 14

Sidste gang fik vi gennemgéet nyt om en raekke komplekse funktioner i kapitel
13.5+6. Laes/repeter dette og test dig selv hjemme med

Repetitionsopgaver til kap. 13.5+6: Regn opgave 13.5.14+2+15 om eksponenti-
alfunktionen e* (nemme!).

Forts@t med 13.6.6+7+3+4+13 om trigonometriske funktioner (cos z, sin z)
og hyperbolske funktioner (cosh z, sinh 2).

Desuden gennemgik vi resten af kapitel 13.4 om Cauchy-Riemanns differential-
ligninger og kapitel 17.1 om konforme afbildninger.

14. gang, tirsdag den 26. november. Her gives fgrst en oversigt over kapitel 14
om komplekse kurveintegraler (fokus bliver lagt pa forskellene fra det almindelige
kurveintegral i kapitel 10.1+2).

Dernast legges krefterne i

e Potensrekker: hvor vi ser pa kapitel 15.2—4;

e Residueregning: hvor vi ser pa hovedtreekkene af kapitel 16.

Bemark oversigten side 734.

Endelig regnes opgaver i emnerne:
Cauchy-Riemanns ligninger: Lav 13.4.11.
Harmoniske funktioner/Laplaceligningen: Regn 13.4.13+15.
Konforme afbildninger: Regn 17.1.17.
Kurveintegraler: Lav opgave 14.1.21+23+25.
Cauchys integralsaetning: Gennemsku 14.2.2 (nem!).
Deformation af kurver: Udfgr diskussionen i opgave 14.2.3+4. (Nemme)
Cauchys integralformel: Gennemsku 14.3.13+19 (nemme!).

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 3
EN,MP 25. november 2013

Oversigt nr. 15

OPGAVER til 14. gang, onsdag den 27. november kl. 10-12 i GRUPPERUM-
MENE.

Konvergensradius: Bestem Taylorreekken for g(z) = ﬁ 1 z9 = 0 (nem!) og
vis at dens konvergensradius er R = 1.

Regn ogsd 15.2.10+9+7.

Taylorrakker: Find Taylorrekken for f(z) = €* + ;- med udviklingspunkt
zZ0 — 0.
Lav sa 15.4.3 (nem) og 15.4.4.

Laurentraekker: Regn 16.1.5 og 16.1.6 samt 16.1.7. Vink: Brug Taylorrekkerne
for de kendte funktioner.

Residuer: Lav 16.3.1.

Residueintegration: Regn fgrst 16.3.7; eventuelt ogsa 16.3.8.

Dernast udregnes integralerne over R i opgave 16.4.5+6.

NB ! I kan stille spgrgsmal til pensum fredag den 3. januar 2014. Vi mgdes
1 Fib. 15, auditorium A, k1.10-12.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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MATEMATIK 3
EN,MP 4. december 2013

Oversigt nr. 16

Som lovet efter sidste forel@sning kommer der til jeres inspiration et

Eksamenslignende opgavesat.
Opgave 1. Lgs ved brug af Laplacetransformationen systemet af ligninger
(1) =2u2(t) +1
ya(t) = —yu(t) +1
under begyndelsesbetingelserne y; (0) = 1 og y2(0) = 2.

Opgave 2. Betragt vektorfeltet ﬁ(x, y,2) = (yz,zz,xy) og fladen S givet ved
parameterfremstillingen
F(p.8) = (2+ peosé,3,1 + psing),
hvor0 < p <1log0 < ¢ < 27.

(1) Begrund at S er en cirkelskive parallel med xz-planen, og find dens
radius og centrum.

(2) Udregn divEF =V - ﬁogrotﬁ =V xF.
(3) Bestem fladeintegralet |, 5 F -7 dA, hvor i betegner enhedsnormalvek-
toren til .S, valgt sa 7 - ] > 0.

Opgave 3 Betragt ligningen y”(t) +2y/(t) + y(t) = r(t), hvor den ydre kraft ()
er en 2m-periodisk funktion givet ved
y —sint, for—nm<t<0
T =
sint, for0 <t <m.

Godtggr at r(t) er en lige funktion.

Find en 27-periodisk partikulerlgsning y(t).

1
9—22°

Opgave 4. Lad f(z) betegne funktionen givet ved f(z) =

o0

(1) Begrund at den uendelige raekke
komplekse tal z € C for hvilke |z| < 3.

(£)>" er konvergent for alle

(2) Bestem potensrekken for f(z) med zy = 0 som udviklingspunkt, og
angiv dens konvergensradius.

(3) Find vaerdien af kurveintegralerne [, f(z) dz og [, J; (fZ) dz, hvorved C
betegner cirklen med centrum i 0 og radius /2.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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