MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA 2. september 2016

Oversigt nr. 1

Laerebggerne for kurset er

[LNS]Linear algebra as an introduction to abstract mathematics, af 1. Lankham,
B. Nachtergaele og A. Schilling, Lecture notes for MAT67, University of
California Davis, update January 2, 2016.

[AJ] Matrix factorizations, af Arne Jensen, Aalborg University, revised version
August 2016.

Sidstnzvnte kan tilgas som en PDF-fil pa kursets moodle-side. [LNS] kan kgbes
hos sekretaer Lisbeth Grubbe Nielsen.

Uge | Dato | Seance | Emner (Opdateret pér 11/11)

36 9/9 1 kapitel 4: Vektorrum

kapitel 5.1-2: Linearkombinationer og line@r (u)afhengighed.
37 | 14/9 2 kapitel 5.2-5.4: Basis og dimension. Koordinater.

16/9 3 kapitel 6.1-6: Linezre afbildninger. Nulrum og billeder.
Dimensionssa&tningen. Matricer for line®re afbildninger.
38 | 23/9 4 kapitel 6.7: Inverterbarhed.

kapitel 7: Egenverdier og egenvektorer.

39 | 30/9 5 kapitel 9: Indre produkt rum.

40 | 7/10 6 kapitel 10: Basisskifte.

41 miniprojekt: Vektorrum af polynomier.

43 | 28/10 7 kapitel 10: Koordinatskifte.

kapitel 8: Determinanter.

44 | 2/11 8 kapitel 11.1-3: Normale operatorer. Spektrals@tningen.

44 | 3/11 1. selvstudium: ) R-faktorisering.
45 | 9/11 9 kapitel 11.4: Ortogonal diagonalisering. Unitere matricer.
45 | 10/11 2. selvstudium: Kvadratrgdder af matricer og operatorer.

45 | 11/11 10 kapitel 11.5-6: Positive operatorer. Polar dekomposition.
46 | 16/11 11 kapitel 11.7: Singuler vardi dekomposition af operatorer.
afsnit 5 [AJ]: Singuler vardi dekomposition af matricer.
46 | 17/11 3. selvstudium: Fuld SVD og anvendelser af SVD.

46 | 18/11 12 afsnit 547: Mere om SVD og anvendelser.

47 | 23/11 13 afsnit 2: LU-faktorisering af matricer.

47 | 24/11 4. selvstudium: LU -faktorisering.

47 | 25/11 14 afsnit 3: Cholesky-faktorisering af matricer.

Som supplerende litteratur kan jeg pege pa:

e Sheldon Axler:Linear algebra done right, Springer 2001.
e Gilbert Strang: Linear algebra and its applications, Thomson Brooks/Cole,
2006.

I den fgrste af disse er fremstillingen i sit udgangspunkt relativt tet pa tankegan-
gen hos [LNS].



Hjemmeforberedelse til 1. gang. Las fgrst kapitel 1 i [LNS] som en optakt. Prgv
ogsa at finde de 8 basale regneregler for vektorer i R i din bog fra fgrste studiear.

Forsgg dernzst at lese om emnerne 1 afsnittene 4.1-5.2 i [LNS]—sat gerne
en streg i margin ud for de ting du gar i st ved. (Narlesning ferdigggres efter
forelesningen).

Fgrste gang, fredag den 9. september kl. 8.15-12. Fgrst mgdes vi til forelas-
ning kl. 8.15 i aud. B3-104. Her skal vi blandt andet diskutere organiseringen af
kursusgangene, herunder placeringen af gvelserne.

Dernzst tager vi fat pa stoffet, hvoraf jeg regner med at na afsnittene 4.1-5.1
og et stykke ind i 5.2.

Regnegvelserne bliver:

Vektorrum: Bestem fgrst Z + ¢ og (3 + 1)Z nar vektorerne er givet i C* som

1 ~1
F=1 i |, g=[1+i
1+2i —4i

Forts@t med opgave 4.1 (a)—(e).
Modsat vektor: Er det korrekt at —(—%) = ¢/ ?

Nulreglen: Nulreglen udsiger at
ai=0 <= a=0eller 7 = 0.

Find fgrst det eller de steder i [LNS], som giver den ene implikation.

Bevis dern@st den omvendte implikation. NB. Retferdigggr hvert argument
ved at henvise til axiomerne for vektorrum pa side 37.

Underrum: Afggr om de fplgende delmangder af C3 er underrum:

{(z1,22,23) € (0% | 21+ 220 +323=0}
{(21,22,23) €C* | 21 + 22 + 323 =4}
{(21,22,23) €C? | 212923 =0}

{ (21,20, 23) € C?| 21 = 523}

Sum af underrum: Antag at U er et underrum af V. Hvad er da definitionen af
U + U ?Er udsagnet U + U = U sandt eller falsk ?

Hjemmeopfalgning. Narles de gennemgaede afsnit 4.1-5.1+5.2 i detaljer—brug
papir og blyant til at kontrollere udregningerne/levere de manglende udregninger !
Regn dernast resten opgaverne ovenfor.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA 9. september 2016

Oversigt nr. 2

Vi naede idag gennem kapitel 4 med et par sma og et par store udeladelser. De
store var beviserne for s@tning 4.4.6 og 4.4.7. I bedes studere dem hjemmefra og
melde tilbage ved naste kursusgang, om de volder jer problemer.

Desuden bgr I nerlese hele kapitel 4. Og dernast forsgge at regne nedenstaende
opgaver til 2. kursusgang: Hvis I kan det, vil det vare fint(!), og hvis ikke, sa vil I
vere klar til at stille spgrgsmal til dem straks fra gvelsernes begyndelse !

2. gang, onsdag den 14. september kl.8.15-12. Ved dagens forel®sninger vil
vi stile mod at na igennem kapitel 5 for at fglge programmet. Vi vil ga kortfattet
gennem afsnit 5.1, sa repeter i forvejen begreber som linearkombination og spend
fra 1. studiear.

Dagens gvelser vedrgrer:
Vektorrum: Regn fgrst opgave 4.1 (e)—(g).

Fortset med 4.2. (Vink: Hvad er den smarte indfaldsvinkel ?)

Underrum: Regn dem fra oversigt nr. 1, som du ikke naede sidst.

Fortset med opgave 4.3 (a)—(e).
Modeksempel: Gennemsku opgave 4.4.

Direkte summer: Regn 4.5: Begynd fgrst med at finde et underrum W sadan at
summen U+ W er hele F|z]. Undersgg dernast om summen er direkte (hvor
star der kriterier for dette ?).

Bevis-opgaver: Regn opgaverne 4.PW2-PW4.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA 15. september 2016

Oversigt nr. 3

Igar naede vi til og med side 54 i [LNS].

3. gang, fredag den 16. september. Vi ggr forst kapitel 5 faerdigt.

Dernzst stiler mod at gennemga mest muligt af kapitel 6.1-6.6, som i nogen
grad bgr se velkendt ud. Men til forskel fra 1. ar, hvor der blev lagt stor vegt pa
matricer, sa vil vi nu fokusere pa lineere afbildninger generelt, da de udggr det
mere fundamentale begreb. Laeg f.eks. marke til at matricerne fgrst kommer sa
sent som i afsnit 6.6.

Opgaverne tager vi emnerne:

Eksempel 3: Med C'(D, C) betegnes mengden af komplekse funktioner f: D —
C, der er kontinuerte. (Igen er D C R etinterval.) Vis at C(D, C) er et vek-
torrum over C.

Linear (u)afhzengighed: Regn 5.1 og 5.4.

Basis: Se fgrst pa 5.1 igen, og godtggr at vy, v9,v3 udggr en basis for R3. Angiv
ogsa v’s koordinater mht. denne basis (nem!).
Regn dernast 5.2.

Udtynding til basis: Vis at (1,1,0), (0,1,1), (1,—1,-2) og (1,0,1) udger et

frembringerset for R?. Udtynd dernzst settet til en basis for R? ved at
bruge metoden fra beviset for Udtyndingssatningen (5.3.4).

Bevis-opgaver: Regn 5.PW1 (intuitivt en oplagt sag). Husk at vise inklusioner
begge veje.

G4 videre med 5.PW?2.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA 19. september 2016

Oversigt nr. 4

Sidste gang naede vi til og med afsnit 6.1. Bemark dog, at I selv ma lese og
overveje de ting der star gverst pa side 67.

Hjemmeforberedelse: Las resten af kapitel 5 grundigt igennem, check detal-
jerne med papir og blyant. Regn dernest fglgende (uden at kigge i kapitel 5):

Sandt/falsk: Opgave 5.4 (a)—(e).
Les dernast kapitel 6.1 frem til side 67.

4. gang, fredag den 23. september. Fgrst gennemgar vi resten af kapitel 6, dog
lidt summarisk i afsnit 6.2—-6.4, da det meste vil vare tet pa et gensyn fra basis.
(Repeter nulrum, billeddrum, injektiv og surjektiv.) Hovedvagten vil siledes ligge
pa matricer og invertibilitet.

Dernzast tager vi hul pa kapitel 7 om egenverdier mm. (NB. Leas 7.2 fgrst,
og inddrag 7.1 nar du nar til “invariante underrum”.) Vi nar antageligt til og med
afsnit 7.4 om eksistens af (komplekse!) egenverdier.

Ved gvelserne ser vi pa fglgende emner:

Eksempel 4: Med F(M,C) betegnes mengden af afbildninger f: M — C,
hvorved M er en vilkarlig mengde. Ggr rede for at F'(M,C) er et vek-
torrum over C nar vi indfgrer at

(f+9)(m) = f(m)+g(m),  (af)(m)=a- f(m).
Genkender du rummet F'(M, C) i tilfeldet hvor M = {1,2,...,n}?
Genkender du ogsa rummet, hvis M = {1,2,... ,n} x {1,2,...,p}?
Endelig dimension: Udled at nar V' har endelig dimension, sa har ethvert un-

derrum U C V ogsa endelig dimension. (Vink: Suppler til stgrre og stgrre
underrum span(vy, . .., v;) og brug hovedsatningen “p < m”.)

Find ogsa det sted i [LNS], hvor dette er benyttet !

Dimension: Regn opgave 5.3 (a)—(e).
Fortset med 5.5PW.

Grassmanns dimensionsformel: Regn 5.7PW ved at benytte formlen i s@tning 5.4.6.

Linearitet: Udled at 7' o S er lineer, nar S: U — V og T: V — W begge er
linezre afbildninger. Find stedet hvor dette star i [LNS] ! (Brug lup !!)

Regn sa opgave 6.1 (nem).
Bevis-opgaver: Lav fgrst 5.4PW (nem). Fortset med 5.2PW og 5.3PW.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



MATEMATIK 3
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Oversigt nr. 5

Vi naede idag at feerdigggre hele kapitel 6 i [LNS] om linezre afbildninger.

5. gang, fredag den 30. september. Vi begynder med at gennemga kapitel 7 om
egenvaerdier og -vektorer samt egenrum for line@re operatorer (endomorfier). Re-
perter disse begreber inden forel@sningen. Da afsnit 7.5 er noget tungt, bedes I
ogsa se nermere pa side 92 om gvre trekantsmatricer (hvad er det ?—hvorfor har
de interesse ?).

Dernest fortsatter vi i kapitel 9 med at se pa indre produkter og normer. An-
tageligt nar vi til omkring side 124.

Opgaverne tager vi indenfor emnerne:

Linearitet: Regn 6.2 (nem). Forts@t med 6.1PW+6.5PW (man kan bruge en di-
rekte sum). Desuden 6.2PW.

Inverterbarhed: Hvilken s&tning i bogen tillader en at slutte, at 7! eksisterer
netop nér matricen M (T')~* eksisterer ? Hvordan ser man dernast at

Lav sa 6.9PW ved hjelp af en hovedsatning. Prev dernast 6.8PW.
Nulrum: Begynd med 6.3. Forts@t med 6.7.
Dimensionssatningen: Gennemsku 6.5 og 6.6.

Matricer: Lad T vare den operator pa C? der er givet ved
T(x,y,2) = (y,x+2iy+ 2 (1+i)z).

Find s& standard matricen for 7.

Betragt sé basen ((1, 1, 1), (1,1,0),(1,0,0)) for C*. Find da matricen M (T')
mht. denne basis.

Injektivitet: Regn 6.3PW.
Surjektivitet: Regn 6.5 og 6.4PW.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 6

Idag fik vi gennemgaet kapitel 7. Dog ma I selv lese s@tning 7.5.4 og dens
bevis (s@tningen blev kun omtalt), og ligesa med eksemplerne i afsnit 7.6.

Pa opfordring kommer her et 1gsningforslag til en bevisopgave. Dette er for
at I kan se et eksempel pa hvordan det kan ggres. Forslaget er, at I fgrst stopper
leesningen af disse linier og af egen drift prgver at regne 6.9PW.

Forslag. I opgave 6.9PW kan vi fgrst antage, at ST = I; vi skal sd vise, at der
ogsa gaelder at 7'S' = . Fordi ST = I er det klart at 7" er injektiv, for identiteten
betyder at S(Tv) = Iv = v for alle v € V, sd nar Tv; = Tvy fas heraf at
vy = STvy = STvy = vy. Men sa giver en hovedsatning (hvilken?) at 7" ogsa
er surjektiv (hvorfor?). Formlen ST = [ medfgrer at 7'(ST) = T'[ = T, hvoraf
man ser at (7°S)Tv = Tv for alle v € V, og da T'v kan gennemlgbe hele V' pga.
surjektiviteten, sa viser dette operatoridentiteten 7S = I.
Den omvendte implikation 7'S = I = ST" = I ses analogt. Prgv det !

6. gang, fredag den 7. oktober 2016. Stoffet til dagens forelesning bliver fgrst
fremmest kapitel 9 om vektorrum med indre produkt og norm. Dette er meget
geometrisk, og bgr derfor vere lettere tilgeengeligt, sa vi kan maske na de centrale
ting 1 kapitel 10 ogsa. Opgaverne til gvelserne:

Egenverdier: Regn forst et par stykker af 7.4; lav resten hjemme.
Egenvektorer: Regn 7.5.

Egeninformation: Lav 7.1 som den star, men bestem de tilhgrende egenrum
ogsa. Giv sa 7.2 samme behandling !

Inverterbarhed: Brug en setning i [LNS] til 7.8PW. Lav sa 7.9PW (nem).
Invariante underrum: Regn 7.6.
Diagonalisering: Fibonacci-tallene a,, er 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,... (kendt
f.eks. fra “da Vinci mysteriet” af Dan Browne). Indse fgrst, at talfglgen (a,,)
kan fas ved gentagen anvendelse af 7" fra opgave 7.7 pa (1, 1).
Regn dern@st opgave 7.7 ved at benytte definitioner og s@tninger fra [LNS].
Tillegsspgrgsmal: Er T" diagonaliserbar ?
Fglg op med at vise at Fibonacci-tallene—hgjst overraskende—opfylder at

an+1_>)\+:1+\/3

for n — oo.
an 2
Vink: Analyser 7" (1,1) via koordinaterne ¢y = % for v = (1,1) mht.

. A . . —nm
basen i (c); udnyt at )H‘ < 1tilatviseat \;"7"(1,1) — \/Lg(l,)ur).

“Det gyldne snit” A, har veret kendt siden oldtiden: Det er forholdet mellem de
to kanter x og y i et rektangel, som er naturligt i den forstand at £ = x_Zy; dvs. at
mindste kant, z, forholder sig til den stgrste, som denne forholder sig til summen.
Med venlig hilsen

7 Jon Johnsen
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Oversigt nr. 7

Den 6. gang ndede vi til og med afnsit 9.5, idet dog korollarerne side 131 blev
overladt til jer selv at laese (bade indhold og beviser skulle gerne vare ukomplice-
rede at forsta).

Desuden blev afsnit 9.6 gennemgéet under miniprojektet den 12. oktober kl.11.

7. gang, fredag den 28. oktober. Vi fortsetter gennemgangen af [LNS] med ka-

pitel 10 om koordinatskifte og kapitel 8 om determinanter. I kapitel 10 vil vi dog

leegge hovedfokus pa determinanternes egenskaber (snarere end pa beviser).
Opgaver meddeles senere (indsat 29. november):

Gram-Schmidt: Regn 9.1 og 9.2 (brug Eulers formler).
Ortonormale baser: Lav 9.6.

Ortogonal projektion: Lav 9.5.

Cauchy-Schwarz’s ulighed: Gennemsku 9.2PW.

Ortogonal komplement: Vis fgrst noternes pastand om at U; C Us; medfgrer
Uss C Ut
Lav dern®st 9.6PW.

Indre produkt: Udled polariseringsidentiteterne in opgave 9.4PW og 9.5PW.

Norm: Regn 9.3PW. NB. Vis fgrst at udtrykket faktisk giver en norm pa RZ.
(Denne er af oplagte grunde kendt som Manhattan-normen !)

Bevisopgave: Skriv dit eget bevis for Theorem 9.6.4: Lav en forsimpling af den
del af beviset der star gverst side 134.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 8

Sidste gang fik vi gennemgaet almene formler for skift af baser i vektorrum
og de tilhgrende formler for vektorers koordinatskifte og linezre operatorers ma-
trixskifte.

I kort form fandt vi ved overgang fra en basis e = (ey, ..., e,) til en ny basis
f={(f1,..., fa) for V, at der er en inverterbar basisskifte-matrix S givet ved

(6162---€n) = (f1f2-~fn)5- (D

Denne matrix .S virker sa ogsa som koordinatskiftematrix og ved matrixskifte, idet

[v]f = S[v]. forallev eV, (2)

[T); = S[T).S™" foralle T € L(V). (3)

Desuden sa vi pa de beregningsmassige forenklinger, som der er for [v]. og [T].,
nar basen e = (ey, . .., e,) er ortonormal. Jvf. kapitel 10 i [LNS].

Dern@st gennemgik vi den oprindelige definition af determinanter ved hjlp
af permutationer i Definition 8.2.1. Defineret saledes, kan determinanten udregnes
ved at udvikle efter en vilkarlig reekke, eller en vilkarlig sgjle, som beskrevet i
Theorem 8.2.8 (og derfor giver alle disse udviklinger samme tal).

8. gang, onsdag den 2. november. Her vil vi pabegynde kapitel 11 i [LNS] om
spektralscetningen. Denne store hovedseatning udsiger, at en operator 7' € LL(V)
er ortogonalt diagonaliserbar hvis og kun hvis 7" er normal (dvs. 77T = T'T™).
Vi nar antageligt til og med afsnit 11.3.
Opgaver regnes i emnerne:

Koordinatskifte: Begynd med 10.1. (Vink: Man kan bruge formlen (1) direkte,
eller den kan udnyttes til at bestemme .S som en invers matrix her.)

Find matricen A for operatoren D givet ved differentiation i V' = Cy|z],
idet A = [D]. og e = (1, 2, 2%) betegner den naturlige basis for C;[z]. Find
s& matricen S, som skifter koordinater til basen f = (2%, (z — 1)?, (2 — 2)?)
for C,[z]. Bestem endelig matricen B = [D] (direkte eller via (3)).

Ortogonal projektion: Regn fgrst 9.3 (vink: Se Example 9.6.7). Fortsat med 9.4
0g 9.5.

Determinanter Regn fgrst 8.1 ved at benytte den ‘nye’ definition i (a); prgv at
skrive permutationerne op undervejs. Dernast en regneregel i (b).
Regn sa 9.2. Overvej dernast hvad 9.3 indeberer !

Lav 9.4 ved at bruge reglen i 9.2. Snup sa ogsa 9.5 og 9.6.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 9

1. selvstudium, 3. november. Temaet bliver den sakaldte () R-faktorisering, som
er beskrevet i afsnit 4 af Arne Jensens notesat [AJ] (tilgengeligt pa moodle). Kort
fortalt kan enhver m x n-matrix A skrives pa formen A = QR, hvor (), ,, har
ortonormale sgjer mens R er en gvre trekantsmatrix.

Pa den ene side er dette nyttigt for eksempel ved anvendelse af mindste kva-
draters metode i linear regression pa konkrete dataset—i statistik, fysik, mm. kan
disse datasat have sd mange par (x;,y;) at manuel indtastning ngdvendigvis ma
erstattes af et computerprogram (som man selv skal skrive...). Se mere om dette
1 afsnit 61 [AJ].

Pa den anden side kan () og R nemt beregnes vha. Gram—Schmidts metode:
@’s sgjler er de ortonormale vektorer som Gram—Schmidt metoden producerer
ud fra A’s sgjler, og R indeholder samznd blot de indre produkter, der udregnes
undervejs 1 Gram—Schmidt proceduren !

Opgaverne I skal lave er fglgende:

(1) Sla op i afsnit 4 i [AJ] og indfgr vores s@dvanlige notation (v, q) for de
indre produkter i teksten (skriv den af med brug af (v, ¢))—og ler under-
vejs hvordan/hvorfor () og R kan opnas vha. Gram—Schmidt metoden, som
beskrevet ovenfor.

Angdende Theorem 4.1, en matrix M kaldes ortogonal hvis M7 = M1,
hhv. uniter hvis M* = M.

(2) Regn opgave 4.1.1 (og 4.2.2 hvis I har god tid).
(3) Lav opgave 4.1.1PW (nem).

(4) Ler om anvendelsen af () R-faktorisering ved at lase i afsnit 6 af [AJ], bade
om det generelle mindste kvadraters problem pa side 27-28 (panzr de sidste
3 linier), og om den specifikke anvendelse af () R-faktoriseringen pa side 29,
linie 9-16.

Bemzrk, at ligningssystemet (6.4) for (a, ) er overbestemt, dvs. at der er
for mange ligninger, til at de alle kan vaere opfyldt. Strategien er sa at vaelge
(cr, B) sédan at venstre og hgjre side afviger mindst muligt fra hinanden
(malt via normen af differencen)—her er ) og R nyttige !

I (4) vil I mgde udsagnet at P = QQQ*. Dette er en konsekvens af den generel-
le matrixformel for ortogonalprojektionen pd A’s sgjlerum: P = A(A*A)~1A*.
(Den findes f.eks. side 37 1 Bo Rosbjergs kompendium.)

Med venlig hilsen
Jon Johnsen

10
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Oversigt nr. 10

I onsdags fik vi formuleret og bevist Spektrals@tningen (Theorem 11.3.1). Den
udsiger at 7' € L(V) er normal (dvs. T*T = TT*), netop nar 1" er ortogonalt
diagonaliserbar (dvs. at V' har en orfonormal basis af egenvektorer for 7).

Dog ender beviset for Theorem 11.3.1 noget brat i [LNS]. Som sagt, sa fglger
T*T = TT* af at matrixtilordningen 7' — M (T') er injektiv som afbildning
L(V) — C™*", hvilket, da den er lineer, fglger hvis M (T) = 0,, = T =0
(som ses let).

Bemark i gvrigt, at punkt (6) 1 Proposition 11.1.3 er noget upracist formuleret
som M(T*) = M(T)*.

Dette er kun rigtigt, nar matricerne beregnes med hensyn til en orfonormal
basis. Mere precist, for enhver ortonormal basis e = (eq, . .., e,) for V, sa gelder
for alle operatorer 7' € L(V) at

T*e =TI, (= (@i)i=1,..nj=1...n)

9. gang, onsdag den 9. november. Her gennemgar vi resten af 11.3 og 11.4 in-
klusive eksemplerne. Opgaverne tages 1 emnerne:

Adjungeret operator: Bevis (1)—-(6) i Proposition 11.1.3 vha. Definition 11.1.1;
jvf. ovenstaende om (6).

Ortogonal komplement: Vis at maniV = ran(T) & ran(7')* har at
null(T*) = ran(T)".
Vink: Brug definitionen af 7™ til at opna begge inklusioner.

Modeksempel: Bestem ) (7") mht. den naturlige basis, nar 7" betegner den li-
nezre operator pa R?, som foretager en rotation med vinklen 6 mod uret.

Forklar sa at Proposition 11.2.2 ikke er gyldig for vektorrum over F = R.

Selvadjungerede operatorer: Hvilke af fglgende matricer er selvadjungerede ?

0 0 1 7-—i 11  3+4i 5—6i
(i ;) 1i 5 |, |-3-4i 7 8-09i
7 5 5+Ti 6i+5 9i+8 —1

Analyser om enhver 7" € L£(V) opfylder ' = R+1iS for R = R*, S = S*.

Normale operatorer: Hvilke af fglgende matricer er normale ?

0 0 1 7 9 34+4i 5
(T 7>, 1 i =5, (o 7 —2i
! —7 5 Ti 0o 0 -2

Ortogonal diagonalisering: Hvilke af de ovenstaende matricer er ortogonalt di-
agonaliserbare ?

Med venlig hilsen
11 Jon Johnsen
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Oversigt nr. 11

2. selvstudium, den 10. november: Kvadratrgdder af Positive Operatorer.

Temaet er at I skal lere at “tage kvadratroden™ af en positiv operator, og at
spektrals@tningen er et meget bekvemt hjelpemiddel hertil. I kan lase i afsnit
11.5 som forberedelse, om I vil.

Allerfgrst: Nar 7' er en linezr operator (dvs. endomorfi) pa et indre produkt
rum V af dimension n € N, sa siges S € L(V') at vaere en kvadratrod af T' dersom

S*S =T. “4)

I sa fald tillader (!) man sig at skrive, at S = VT.
I det simple tilfelde at V = R ved vi jo godt at v/ kun er defineret for ¢ > 0.
Derfor ma vi ogsa forvente at fa brug for et positivitetsbegreb for operatoren 7"

Definition 11.5.1. En operator T' € L(V) kaldes positiv dersom T* = T og
(Tv,v)y >0 forallev € V. (5)

I sa fald skrives T' > 0.
Dagens opgaver er fglgende (opdateret 10. november):

(1) Lav fgrst en analyse: Vis at hvis 7" har en kvadratrod .S, som defineret i (4),
sa geelder ngdvendigvis at T er bade selv-adjungeret og postiv, dvs. T* =T
ogatT > 0;jvf. (5).

(2) Ogsatil syntesen: Nar V' = C" og T'v = Av, hvor A,, ,, betegner 7”s matrix
mht. den naturlige basis, sd sgger vi S, ,, sddan at S*S = A.

Begynd med tilfeldet A = diag(\,...,\,) =: D er en diagonalmatrix.
Hvad skal der gelde om A, ..., \, forat D* = D og D > 0 ? Kan du for
sadanne D bestemme B sadan at B*B = D ?

Vis nu for almene A opfyldende A* = A og A > 0 at der eksisterer en
kvadratrod af A, dvs. S opfyldende S*S = A. (Vink: Faktoriser A.)

(3) Ga nu til det almene tilfeelde: Nar 7% =T > 0 pa V og IF = C, sa findes en
operator S pa V sadan at S*S = T'. (Vink: Brug spektrals@tningen.)

(4) Post festum-analysen: Udled at nar S = /T, si gelder endda at SS = T'.
(Vink: At S* = S fglger af at M (S*) = M(S).) Vis at S > 0 kan opnas.

(5) Nedvarmning: Verificer at man for F = C kan ngjes med at skrive selve
uligheden i Definition 11.5.1: Det fglger da at 7" = T’ (vha. polarisering).

Las mere om positive operatorer og kvadratrgdder i afsnit 11.5 i [LNS].

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 12

Forslag til besvarelse. Pa oversigt nr. 10 skulle man afklare om enhver operator
T pa et komplekst indre produkt rum V' kan skrives pa formen 7" = R + i S for
passende valgte selv-adjungerede operatorer R og S pa V.

Nu medfgrer formlen at T* = (R +1S5)* = R* +iS* = R —i S pga. reglerne
for adjungering. Ved addition ses sa at 7'+ 7™ = 2R, mens subtraktion giver
T —T* =2i5. Eneste mulighed er altsd R = (T + T%) og S = - (T — T*).

Efter denne analyse, sa kan vi lave en syntese: Indfgrer vi R og S i L(V)
ved formlerne ovenfor, sa er det oplagt 7' = R + iS5, og da regnereglerne for
adjungering giver R* = R hhv. S* = S (verificer!), sa har disse valg af R og
S de gnskede egenskaber. (NB. I analogi med komplekse tal bruger man ogsa
notationen Txe = 3(T" + 1) og Tim = 5 (T — T%).)

Sidste gang gennemgik vi afsnit 11.4 om spektrals@tningens konsekvenser 1
forbindelse med diagonalisering af matricer. Udgangspunktet var dog en opsum-
mering af det tidligere kendte, nemlig at 7" er diagonaliserbar (dvs. M (7T') er en
diagonalmatrix mht. en passende valgt basis for V'; jvf. side 153 under midten)
netop nar V' har en basis bestdende af egenvektorer for 7' (Proposition 11.4.1),
som pa sin side er &kvivalent med at enhver matrix for 7" er simileer med en dia-
gonalmatrix, S[T|;S~! = D (Proposition 11.4.2).

Hovedpointen var dog, at nar 7" er normal, s& kan vi i formlen S[T];S~! valge
sgjlerne af S~! som et ortonormalt szt i C" (pga. spektralsetningen), hvorved
matricen U = S~! bliver uniter—det vil sige at U* = U~! (jvf. ogsa (11.2)).
Dette er en stor fordel i bade teori og praksis. Jvf. Example 11.4.4.

Vi gik derfor videre til at studere unitere matricer. Desvarre er [LNS] ikke
redelig pa dette punkt, da uniteere matricer ikke skelnes fra unitere operatorer—
f.eks. har formlen lige over (11.1) ikke mening af denne grund. Og de 2 linier efter
(11.2) er vist egentlig blot en gentagelse af definitionen midt pa side 154...

Jeg haber derfor snarest at vende tilbage med en bedre prasentation.

10. gang, fredag den 11. november. Vi ggr her la@sningen af [LNS] ferdig: 1

dagens selvstudium skulle I arbejde med emnerne fra 11.5, og i morgen gen-

nemgar vi afnsit 11.6+7 som nar frem til det generelle resultat, at enhver operator

T € L(V) for F = C har en diagonalmatrix, blot mht. TO ortonormale baser—

dette kraever sakaldte singuleere vaerdier i stedet for egenveardier, som I skal se.
Opgaverne bliver denne gang:

Positive operatorer: Lav 11.5PW (nem). Fortset med at verificere pastanden ef-
ter definition 11.5.1 (dvs. lav opgaven (5) i selvstudium nr. 2).

Matrix-faktorisering: Regn 11.1 ved at bruge formlen for matrixskifte, jvf. (3)
pa oversigt nr. 8. (Og ver pa vagt overfor unitere matricer !)

Fortset med matricerne i 11.2.

13



Unitzere matricer: Vis at at det(U)det(U) = 1 nar U, , er uniter (nem), sadan
atdet U = e'? foret § € R, og specielt at det O = %1, hvis O er ortogonal.

Gennemsku at ligningerne U*U = I = UU* for unitaritet, se (11.2), er ens-
betydende med at sgjlerne i U udggr en o.n.b. for C"—og med at rekkerne
i U udggr en o.n.b. for C".

Selvadjungerede operatorer: Lav 11.1PW (nem) og 11.6. Forts@et med 11.4PW.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 13

Det fglgende erstatter fremstillingen side 154-155 i [LNS] angaende:

Unitaere operatorer og matricer.
For en operator S: V — V er det en definition at .S er uniter, dersom

S*S=1=255". (6)

Hvis F = R siges i sa fald at S er ortogonal.
Nyttigheden af dette begreb ligger til dels i, at unitere/ortogonale operatorer
er nemme at fa gje pa:

Saetning 1. De fplgende egenskaber er ekvivalente for S € L(V):

(i) SS* =1;

(ii) S*S =1
(iii) (Sey,...,Se,) er et ortonormalt seet i V, nar (ey, . . ., e,) er ortonormalt;
(iv) V har en o.n.b. (ey, ..., e,) sidan at (Sey, ..., Se,) er et ortonormalt scet;
(v) S erenisometri: |Sv|| = ||v|| for allev € V;

(vi) (Sv,Sw) = (v, w) foralle v,w € V.

I bekreeftende fald er S inverterbar med S* = S~

Bemaerkning: For at verificere at en given operator S er uniter, sa er det altsa
nok at eftervise den ene af de to ligninger i definitionen (6), thi (i) <= (ii). Som
konsekvens ses at S er uniter ((ii) gelder) netop nar S* er uniteer ((i) gelder).
Bevis: Af (i) sluttes at S er surjektiv, fordi v = SS5*v for ethvert v € V. Men
s& er S ogsa injektiv iflg. Hoveds@tning 6.7.7, sd S~! eksisterer. Men da S* er
hgjreinvers til S pga. (i), sd er S* = S~!, hvilket viser bade sidste pastand og (ii).

At omvendt (ii)) = (i) vises analogt, idet 5*S = I giver at S er injektiv.

Af (ii) ses at (Se;, Se;j) = (e;, S*Sej) = (e;,e;) = 0; 4, nar (eq,...,e,) eret
givet ortonormalt s@t. Heraf (iii).

Det er klart at (iii) medfgrer (iv), da V' har en ortonormal basis (dim V' < 00).

Ang. (iv) = (v): Vihar Sv = (v, e1)Se;+- - -+(v, e,,) Se,, pga. egenskaberne
ved o.n.b. Men da ogsa (Se;, ..., Se,) er en o.n.b., pga. (iv), sa fas heraf at

1Sv]1? = [(v, en)|” + - + [{v, ) [* = [Jo]|*.
Uddragning af kvadratroden viser sa at S er en isometri, dvs. (V).
Ang. (v) = (vi): Polariseringsidentiteten (opgave 9.5PW) og (v) giver
3

4(Sv, Sw) = 1" [|Sv + i Sw||?

k=0
3 3

=3 F IS +iFw) P =D v +if w|* = 4(v, w).
k=0 k=0

15



Tilsvarende vises (v) = (vi) for F = R (jvf. opgave 9.4PW).

Endelig giver (vi) at ((S*S — v, w) = (Sv,Sw) — (v,w) = 0 for alle
v,w € V. Men forw = (S*S — I)v ses at (S*S — I)v = 0, og heraf fas (ii). B

En matrix U € C™" siges analogt at vare uniter hvis

U'U=FE=UU",

hvorved FE betegner enhedsmatricen af n’te orden. Dog kaldes U € R"™*" ortog-
onal hvis UTU = UUT = FE, men det er samme krav som ovenstiende, fordi
U* = U7T nar U er reel.

Pé den ene side er situationen enkel nok: Indfgres S: F" — F" ved S(v) =
Uv, saer M(S) = U mht. den naturlige basis. Derfor fas

S*S=1 < M(S*S)=M() < M(S)"M(S)=F < U'U=FE.
Altsa er U uniter netop nér den inducerede operator S er uniter pa F”. Alle egen-
skaberne i s@tningen ovenfor kan derfor (bekvemt) leeses med U i stedet for .S.

Pa den anden side er der yderligere muligheder for at teste om en matrix er
uniter.
Seetning 2. For U € F"*" geelder at

(1) = (Ill) <= (lll) <= (IV) = (V)
blandt egenskaberne:

(I) U er koordinatskiftematrix mellem to ortonormale baser e = (e, ..., ey)
og f = (f1,..., fn) i etindre produkt rum V;
(Il) Sojlerne i U udggr en o.n.b. i F";
(1ll) U er uniteer,
(IV) Reekkerne i U udgor en o.n.b. i F";

(V) Nar U er koordinatskiftematrix mellem to baser e og f i et indre produkt
rum V, sd er enten ingen af baserne eller bdde e og f ortonormale.

Bevis. Her ses det direkte at (II) <= (III) og at (II) <= (IV).
Ang. (I) = (II): Nar [v]; = Ulvl., sder (e1...e,) = (f1... fn)U, hvilket
betyder at e; = uy; f1 + -+ + up fy fori € {1,...,n}. Daeog f er o.n.b. fas

n n n n
(ei,ej) = Z Zuk,im<sza fi) = Z Z Uk iUl O, = U1 UL j + o+ Up Ty ;.

k=1 1=1 k=1 1=1
(7)

Her er hgjresiden lig det indre produkt af ¢’te og j’te sgjle i U, mens venstresiden
er 0; ; ndr e er en o.n.b. Dette viser at (II) galder.

Givet at U er uniter, og at f er en o.n.b. i (V), sa gentages udregningen i (7),
hvor det nu er hgjresiden der er ¢; ;: Altsd er ogsa e en o.n.b. Hvis vi derimod har
at e er en o.n.b. pa V, sa udnyttes at ogsa U™ er uniter: Som invers til U har vi
[v]e = U*[v]y, sa af det foregdende argument anvendt pa U* sluttes at ogsa f er
en o.n.b. Dette viser at (IIl) = (V). W
Bemaerkning. Da (II) = (III), sa viser argumentet i (7) at koordinatskiftematri-
cen U i (I) er uniter. NB: Dette erstatter midten af side 154 i [LNS].

Med venlig hilsen
Jon Johnsen

16



MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA 11. november 2016

Oversigt nr. 14

Idag fik vi gennemgaet 11.5-6 om positive operatorer, deres kvadratrpdder
VT (i mange detaljer) og polar dekomponering af almene operatorer pi indre
produkt rum, 7" = U|T.

Theorem 11.6.1 burde oplyse eksplicit, at der i 7" = U|T'| geelder at U er en
uniteer operator (intet er nevnt), mens 7”s modulus er givet ved |7| = VT*T.
Vi fik gennemgaet alle detaljer, panar den sidste anvendelse af Pythagoras, som
giver at U faktisk er en uniter operator; dette ma I selv lese (ej svert).

Men for at veere tydelig pa dette punkt ma I referere til oversigt nr. 13, hvor jeg
har gennemgdet begrebet uniter operator. Se iser punkt (v) i Setning 1. Desuden
er begrebet uniteer matrix gennemgaet, dels til sammenligning, dels fordi dette er
ekstremt nyttigt 1 forbindelse med ortogonal diagonalisering af konkrete matricer.

NB. Oversigt nr. 13 er blevet opdateret siden den blev udleveret under dagens
forel@sning.

11. gang, onsdag den 16. november. Vi begynder med at gennemga SVD i kapitel

11.7 af [LNS]. Dernzast forts@tter vi med SVD 1 afsnit 5 af [AJ]. Groft sagt giver

SVD svaret pa spgrgsmalet: Hvad ggr man nar A ikke er diagonaliserbar ?
Opgaverne vedrgrer:

Uniteer: Vis at ndr S: V' — V er en uniter operator, s er U = [S]. en uniter
matrix (nem) hvis e er en o.n.b. Vis at for enhver egenvardi A for U gelder
Al = 1.

Godtggr at (II) <= (Ill) <= (IV), jvt. oversigt nr. 13.

Positive operatorer: Undersgg om matricerne (g g), G i), (; ?) giver

positive operatorer pa C2.

Kvadratrgdder: Find kvadratroden S = /A af matricen A i opgave 11.2 (c).
Bemark at S skal have formen U diag(\/ﬁ, \/§)U * for at veere positiv.

. ) 5 141
Facit: VA = 5 (1—1 4 )
Diagonalisering: Lav 11.3 stk. (b)—(f). Evt. ogsa (a) via computer.
Fortset med opgave 2 fra marts 2016.

Polar dekomponering: Regn 11.5.

*Betragt operatoren D givet ved differentiation pa C,[z] med (p, ¢) = fol p(2)q(z) dz.
Bestem modulus |D|. Vink: En ortonormal basis er e; = 1, e5 = v/3(22—1)
og e3 = v/5(622 — 6z + 1), som vi s& i miniprojektet. (NB. Eksemplet ved
forelaesningen var forkert, fordi (1, z, 2%) ikke er en ortonormal basis. @V.)

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 15

3. selvstudium, den 17. november: Reduceret og fuld SVD af matricer.

I dagens selvstudium skal I stifte nermere bekendtskab med den reducerede
SVD: A = X¥Y™, som vi naede frem til (uden bevis) ved dagens forel@sning.
Ved at bruge de detaljerede oplysninger i Theorem 5.11 1 [AJ] bgr I kunne be-
stemme X, Y og X for konkrete matricer A.

Desuden er der den fulde SVD: A = X;>¢Y,*, som er beskrevet i afsnit 5.4.
Dette afsnit ma I orientere jer i pa egen hand. Groft sagt skal man (modsat den
reducerede SVD) undlade at ignorere visse vektorer i de ortonomale baser—det
giver sa flere indgange i matricerne, is@r en masse nuller i 3.

Man kan nok godt have brug for en fremgangsmade. Den kunne begynde sadan
her:

(i) Beregn A*A (eller AA*) og find egenvardierne med \; > 0; afles dernaest
r = rang A som antallet af disse egenvardier.

(ii) Bestem o.n.b. for V' bestaende af egenvektorer (vy,vs,...,v,) sadan at
A > o2 A >0=-=0Indsetiy = [v;...0]; hhv. i ¥} =
(V1. U Uy

(iii) Opskriv o; = \/)\_j for \; > 0 og st ind i diagonalmatricen 3, ,; suppler
med 0-blokke til 3¢ € C™*™,

(iv) Udregnw; = =Av; forj € {1,...,r} ogindsati X = [w; ... w,]; suppler
med o.n.b. for rjlull(A*) til X.

(v) Opskriv faktoriseringen A = X¥Y™, hhv. A = X2 Y.

(Udfyldt torsdag eftermiddag.)

Dagens opgaver. Mit forslag er at I regner fglgende:

(1) Prgv forst at bruge Theorem 5.11 og 5.13 til at regne detaljerne efter i
Example 5.14. Altsa: Hvor kommer matricerne fra i disse faktoriseringer ?

(2) Regn opgave 5.1 og fuldend “opskriften” ovenfor med flere skridt.
(3) Fortset med opgave 5.2.

(4) Mindste kvadraters metode: Las om hvordan SVD kan bruges her pa side
28-29.

Det ene facit i opgave 5.1 er TUNGT, nemlig

2 2 2 V51

I 1\ [ Ve26+v5) V2(5-5) % 0 V206+v5)  \/2(5+V5)
1 0) V51 —V/5-1 3—\5 2 /51
V265 V26-v5) 0 2 V265 2(6-5)

Bemark at de to yderste er unitere, da de har ortonormale sg@jler hhv. rekker.
Desuden er X =Y fordi A*A = AA* her.

Med venlig hilsen

18 Jon Johnsen
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Oversigt nr. 16

NB. Pa de to foregaende sider er der opdateringer fsv. angar facitter til visse
opgaver.

12. gang, fredag den 18. november. Vi gor her afsnit 5 i [AJ] feerdigt. Desuden
stiler jeg mod at gennemga det vigtigste af afsnit 7 og 8, nemlig Eckart-Youngs
s@etning og eksemplerne om billedkompression.

Opgaverne:

Uniteer: Vis at nar matricen U,,,, = [ujus . .. u,) er uniter, s gelder det samme
om U = [eieuluz ... uy]. Er der et tilsvarende resultat for en ortogonal

matrix O = [0 ...0,] ?

Singuleere veerdier: Udled at der for en operator 7' € £(V') med singulare vear-
dier s1, Sg, ..., s, gelder for allev € V at

(min sj)jvll < [|Tvl < (max s)]v]]-

000 O

. . : . 300 O

Find de singulare vardier for matricen B = 020 0
000 =3

SVD: Find bade den reducerede og den fulde SVD for ovenstiende matrix B.
(NB. Pzne tal!)

Regn opgave 5.2, hvis du ikke naede den i 3. selvstudium.

4 fundamentale underrum: Beregn de 4 matricer n@vnt side 25-26 for den i
opgave 5.2 givne matrix.
Regn 5.1PW. Godtggr dernast pastanden om de 4 ortogonale projektioner
ved side 25-26.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 17

Facit:. I opgaven med at udfgre SVD pa matricen B pa oversigt nr. 16 finder man
folgende reducerede SVD:

g 8 8 300 1000
B=XYY"= 0 0 1 03 0 0001
0 -1 0 0 0 2 0100

Her kan de fgrste to sgjler af X ombyttes, hvis man ogsa ombytter de to fgrste
sgjler af Y. (Ellers kan man ikke opretholde at w; = +Av;.)
J

13. gang, onsdag den 23. november. Her gennemgar vi afsnit 2 i [AJ] om LU-
faktorisering, som fas ret direkte ved hjelp af elementarmatricer. Repeter venligst
disse fra basisaret.
Desuden vil jeg prgve at na (det meste af) afsnit 3 om Cholesky faktorisering,
saledes at vi kan gennemga nogle eksempler ved forelesningen fredag den 25.
Opgaver:

SVD: Begynd med at finde den matricen A for differentiationsoperatoren D pa
C,[2] mht. basen (1, 2, z?). Find sd bdde den reducerede og den fulde SVD
for A. Facit:

X

Il
o = O
o O =
_ o O
S O N
o = O
o O O
— o O
o = O
o O

Regn dernast opgave 4 1 eksamenssttet fra januar 2016.

Mindste kvadraters metode: Regn 6.1PW (bliv inspireret af (6.4)). Ville man
kunne angribe normalligningen med QR eller SV D ?

LU-faktorisering: Regn opgave 2.11 [AJ].

14. gang, fredag den 25. november. Her gennemgas resten af afsnit 3 i [AJ] og
nogle eksempler pa de gennemgaede matrix faktoriseringer.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 18

Pensum. Pensum udggres af de leste dele af de to notesat: Afsnit 1-6 1 [AJ] og
kapitel 4-11 i [LNS].

Dog er afsnit 8.1 om permutationer i [LNS] kursorisk (dvs. at man skal kende
begreber og resultater derfra, men bliver ikke prgvet i betragtningerne (=beviser-
ne) i afsnittet).

Spergetime. Mandag den 2. januar 2017 klokken 10.15-12.00. Lokale: NJV14
4-107.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 19

4. selvstudium: LU-faktorisering og Cholesky-faktorisering.
Disse emner er blevet (ufuldstendigt) belyst ved den 13. kursusgang. Derfor
bestar dagens program i at l&ere emnerne narmere at kende via opgaverne:

LU-faktorisering: Ferdigger opgave 2.1 1 [AJ].

Mere LU -faktorisering: Forts@t med opgave 2.2.
Regn ogsa 2.4 for at se hvordan rekkeombytninger fgrer til LU -faktorisering
af den permuterede matrix P A; jvf. midten af side 8.

Positivt definit: Regn opgave 3.1 ved at bruge s@tning 3.7.
Lav sa 3.2. Udvid opgave 3.2 ved at undersgge for hvilke ¢ matricen er

positivt semi-definit.

Cholesky: Lav 3.4 og 3.5 ved at fglge metoden i afsnit 3.3.

14. gang, fredag den 25. november. Her gennemgas hovedpunkter fra resten af
afsnit 3 i [AJ]. Fokus vil ligge pa indholdet i Proposition 3.7 og Theorem 3.11 om
Cholesky faktorisering. Desuden afsnit 3.3 om udregning af Cholesky faktorise-
ring, hvor udgangspunktet er Proposition 2.7.

Desuden gennemregnes nogle eksempler pa de gennemgéaede matrix faktori-
seringer.

Vi ser ogsa pa fglgende opgaver:

LU -faktorisering: Bestem LU -faktoriseringen for matricen A i Example 3.10.
(Facit: Se eksemplet nederst.)

Positivt definit: Lgs opgave 3.1PW.

Vis at for at A,, ,,, har en Cholesky faktorisering (dvs. A = R*R for R
positivt definit @T-matrix), sa er det en ngdvendig betingelse, at A selv er
positivt definit.

Cholesky: Find Cholesky-faktoriseringen af A fra Example 3.10. (Facit: Se Examp-
le 3.11—er det korrekt ?)

Betragt dernest A = (é § §> Godtggr at A er positivt definit; bestem der-
10 2
nast Cholesky-faktoriseringen af A. (Facit: R = (8 g \%).)
11 )
51 ).
1

b

Samme opgave med matricen B = (

[y

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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