MATEMATIK 3

LINEAR ALGEBRA M. ANV. 29. august 2017

Oversigt nr. 1

Laerebggerne for kurset er

[SA] Sheldon Axler, Linear algebra done right, 3. udgave, Springer 2015.

[AJ] Matrix factorizations, af Arne Jensen, Aalborg University, August 2016.

[Un] Noteset om unitere or ortogonale operatorer og matricer.

Sidstnzvnte kan tilgas som en PDF-fil pa kursets moodle-side.
Tentativ lektionsplan

Uge | Dato | Seance | Emner

(Opdateret pér 22/11)

kapitel 5.C: Egenrum—diagonalisering.
29/9 6 kapitel 6: Indre produkt rum.

43 | 24/10 8 kapitel 10.A: Basis- og Koordinatskifte.

[AJ]: Faktorisering af matricer.

46 | 17/11 13 Afrunding af SVD.

36 5/9 1 kapitel 1: Vektorrum. Underrum. Direkte sum.

37 | 12/9 2 kapitel 2: Linearkombinationer og sp&n. Line@r (u)athangighed.
Frembringersa®t. Basis og dimension. Koordinater.

38 | 19/9 3 kapitel 3.A-3.C: Lineazre afbildninger. Nulrum og billeder.
Dimensionssa&tningen. Matricer for line®re afbildninger.

22/9 4 kapitel 3.D: Inverterbarhed. Isomorfe vektorrum.
kapitel 5.A: Invariante underrum: Egenvardier og egenvektorer.
39 | 26/9 5 kapitel 5.B: Egenverdier—gvre trekantsmatricer.

40 | 3/10 7 6.C: Ortogonalt komplement, ortogonal projektion. Minimering.
44 | 6/10 1. selvstudium: Polynomier i line@r algebra (kapitel 4).
41 Miniprojekt: Vektorrum af polynomier.

kapitel 10.B(uddrag): Determinanter af matricer. Permutationer.
27/10 9 kapitel 7.A: Adjungeret operator. Normale operatorer.

44 | 31/10 10 kapitel 7.B: Spektrals@tningen. Ortogonal diagonalisering.

2/11 2. selvstudium: Kvadratrgdder af matricer og operatorer.

3/11 11 kapitel 7.C: Positive operatorer. Isometrier. Unitere opr./ matricer.

45 | 6/11 3. selvstudium: LU-faktorisering af matricer.
10/11 12 [AJ] afsnit 5: Singuler verdi dekomposition (SVD).

47 | 21/11 4. selvstudium: Fuld SVD og anvendelser af SVD.
24/11 14 [AJ] afsnit 3: Cholesky faktorisering. Afrunding af kurset.

Som supplerende litteratur kan jeg pege pa:

e . Lankham, B. Nachtergaele og A. Schilling, Linear algebra as an intro-
duction to abstract mathematics, Lecture notes for MAT67, University of

California Davis, update January 2, 2016.

e Gilbert Strang: Linear algebra and its applications, Thomson Brooks/Cole,

2006.

I den fgrste af disse er fremstillingen relativt tet pa tankegangen hos [SA].
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Hjemmeforberedelse til 1. gang. Las forst kapitel 1.A—B i [SA] som en optakt,
og sammenlign hvad der star om de komplekse tal C med hvad du lerte pa 1. ar.
Prgv ogsa at finde de 8 basale regneregler for vektorer i R™ i din bog fra forste
studiear.

Forsgg dern@st at l&se om emnerne 1 afsnittene 1.A—1.C i [SA]—sat gerne
en streg i margin ud for de ting du gar i sta ved. (Narlaesning ferdigggres efter
forelesningen).

Forste gang, tirsdag den 5. september Kkl. 8.15-12. Fgrst mgdes vi til foreles-
ning kl. 8.15 1 auditorium 5.034, hvor jeg begynder med et par ord om organise-
ringen af kurset.

Dernest tager vi fat pa stoffet, hvoraf jeg stiler mod at na hele kapitel 1 (med
vagt pa det der er nyt i sammenligning med fg@rste studiear).

Regnegvelserne bliver:

Vektorrum: Bestem fgrst © + ¢ og (3 + i) nar vektorerne er givet i C* som

1 ~1
F=1 i |, g=[1+i
1+2i —4i

Med s@dvanlig addition og skalarmultiplikation, afggr om {(z,0) | x € R}
er et vektorrum over R. Er {(z,1) | z € R} ? Hvordan sa med mangden
{(z,0) |z € R, x > 0} ?Eller {(z,2) [x € R, 2 > 0} ?

Modsat vektor: Er det korrekt at —(—%) = ¥/ ?

Nulreglen: Nulreglen udsiger at
ai=0 < a=0eller 7 = 0.
Find fgrst det eller de steder i [SA], som giver den ene implikation.

Bevis dern@st den omvendte implikation. NB: Retferdigger hvert argument
ved at henvise til axiomerne for vektorrum pa side 12.

Underrum: Afggr om de fplgende delmangder af C? er underrum:

{(21,22,23) €C* | 21 + 22, + 323 =0}
{ (21, 20,23) €C? | 2y + 220 + 323 =4}
{ (21, 22,23) € C? | 212923 =01}
{(21,20,23) €C? | 2, =523 }

Sum af underrum: Antag at U er et underrum af V. Hvad er da definitionen af
U + U ?Er udsagnet U + U = U sandt eller falsk ?

Hjemmeopfglgning. Narles de gennemgaede afsnit 1.B—1.C i detaljer—brug pa-
pir og blyant til at kontrollere udregningerne/levere de manglende udregninger !
Regn dernast resten af opgaverne ovenfor.
Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 5. september 2017

Oversigt nr. 2

I bgr nu narlese hele kapitel 1 hjemme. Og dernest forsgge at regne neden-
staende opgaver til 2. kursusgang: Hvis I kan det, vil det vere fint(!), og hvis ikke,
sa vil I veere klar til at bede om hjelp til dem straks fra gvelsernes begyndelse !

2. gang, tirsdag den 12. september kl.8.15-12. Ved dagens forelesninger vil vi
stile mod at na igennem kapitel 2 iht. programmet.
Vi vil ga kortfattet gennem 2.A, sa repeter hjemmefra begreber fra 1. ar som

e linearkombination
e spand af vektorer, span(vy, ve, . .., vg)
e linexr (u)ath@ngighed.

Dagens gvelser vedrgrer:

Vektorrum: Regn 1.B.3 og 1.B.4 til at belyse axiomerne for vektorrumi 1.19.

Eventuelt opgave 1.B.5* (for de ngrdede).

Eksempler: Afggr om {(aib “jb) | a,be R} udstyret med sa&dvanlig addition

og multiplikation med tal af 2 x 2-matricer udggr et vektorrum over R.

Fortsat med at vise at V = {(z1, 7o, 73) € R? | 1y — 7wy + 323 = 0} udger
et reelt vektorrum. (Vink: Hvad er den smarte indfaldsvinkel ?)

Underrum: Regn 1.C.3,1.C4,1.C.5,1.C.6,1.CO.
Modeksempel: Gennemsku opgave 1.C.7 og fortset med 1.C.8.
Direkte summer: Lav 1.C.20 og 1.C.21. Eventuelt 1.C.24*.
Bevis-opgaver: Regn opgaverne 1.C.10, 1.C.19 og 1.C.23.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 12. september 2017

Oversigt nr. 3

Idag ndede vi til og med halvdelen af side 40 i [SA] plus side 44 om dimension.

Forslag: Neaerles selv beviset for “2.29 Criterion for basis”. Luk bogen. For-
muler 2.29 med papir og blyant—og nedskriv selv et bevis for 2.29 pa dansk.

NB. Tallene a4, . .., a, i formel 2.30 kaldes v’s koordinater mht. basen (vy, ..., vy,).

3. gang, tirsdag den 19. september. Vi gor forst kapitel 2.B og 2.C fardigt.
Dernest gennemgar vi mest muligt af kapitel 3.A-3.C, som i nogen grad bgr
se velkendt ud. Men til forskel fra 1. ar, hvor der blev lagt stor vegt pa matricer, sa
vil vi nu fokusere pa lineceere afbildninger, da disse udggr det mere fundamentale
begreb. Laeg f.eks. marke til at matricerne fgrst kommer i afsnit 3.C.
Som opgaver tager vi disse (hvor “nem” = "’kort svar findes”):

Underrum (nemme): Med C(/, C) betegnes mengden af komplekse funktioner
f: I — C, der er kontinuerte (I C R et interval). Godtggr at C'(I,C) er et
underrum af C’ —er C'(I,R) ogsa et vektorrum ?

—1 -1

Linezer (u)afheengighed: For hvilke tal A € R er settet ((%) , ( }1> , <}1))

linezert athengigt i R3 ?

Og for hvilke \ er sttet (sin® z, cos(2z), \) lineert athengigt i C(R, R) ?
Regn s& 2.A.7. (Nem: Opskriv en line@r relation mellem vektorerne, og .. .)
Fortset med 2.A.8 og 2.A.11 (brug en s®tning). Evt. 2.A.5%.

Basis: Vis atv; = ( i ) , Uy = (é) vg = (—il) udggr et lineart uathengigt set

i R? (brug gerne rakkeoperationer).

Godtggr sé at (v1, v2, v3) endda er en basis for R3. Find koordinaterne for
w = (1,—2,5) mht. denne basis.

Dimension: Bestem dimensionen af C* (nem). Eftervis at C® er frembragt af
vektorerne v; = <g>, Vg = (é), V3 = (_11> (nem).

Bevis eller modbevis: (vy, vg, v3) udger en basis for C>.

Udtynding til basis: Vis at (1,1,0), (0,1,1), (1,—1,—2) og (1,0,1) udggr et
frembringerset for R3. Udtynd dernest settet til en basis for R* ved at
bruge metoden fra beviset for Udtyndingssa@tningen 2.31.

Uendeligdimensionale rum: Lav 2.A.15. Forts®t evt. med 2.A.14*; og 2.A.16%*.

Bevis-opgaver: Regn 2.A.1. Ga videre med 2.A.6.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 19. september 2017

Oversigt nr. 4

Sidste gang naede vi til og med side 62. Dog ma I selv lese beviset for 3.19.
Hjemmeforberedelse: Las resten af kapitel 2 grundigt igennem, check detal-
jerne med papir og blyant. Regn dernst fglgende (uden at kigge i kapitel 2):

Sandt/falsk: Bevis eller modbevis fplgende for det reelle vektorrum V' = R*:

(a) dimV = 4.

(b) span((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1) = V.

(c) Settet ((1,1,0,0),(0,1,-1,0),(0,0,1,—1),(—1,0,0,1)) er lineert
uvathengigti V.

(d) Ethvertset (vy, ..., v,) af fire vektoreri V' sddan at span(vy, . .., v4) =
V er linezrt uathengigt.

(e) For hvert par vy, v af lline@rt uathengige vektorer i V' eksisterer der
vektorer v og w i V' sddan at (vy, vo, u, w) er en basis for V.

Las dernest kapitel 3 frem til side 62—check detaljerne med papir og blyant.

4. gang, fredag den 22. september. Fgrst gennemgar vi resten af kapitel 3.B og
3.C-3.D, dog lidt summarisk i 3.C, da noget vil vaere tet pa et gensyn fra basis.
Dernest tager vi hul pa kapitel 5.A om egenvardier mm. (dog ikke kvotient
operatorer pa side 137).
Ved gvelserne ser vi pa fglgende emner:

Supplering til basis: Lav fgrst 2.C.1 med afsat i 2.26.
Ga videre til 2.B.3; ad (c): inddrag 2.34. Hvad er dim U ? Lav si 2.B.4.
Prgv ogsa 2.C.4 om P(FF), og angiv dimensionen af U. (Vink: Get en basis
med 4 vektorer for U, og brug 2.C.1 til at bevise at du har gattet rigtigt.)

Grassmanns dimensionsformel: Brug formlen i 2.43 til at regne 2.C.12. Lav
dernast 2.C.13.

Linearitet: Vis at man som alternativ definition af linearitet kunne bruge formu-
leringen: 7': V' — W er line@r hvis der for alle u,v € V og \,u € F
galder at T'(\u + pv) = AXTu + pTv.

Udled at T'o S er lineer, nar S: U — V og T: V — W begge er linezre
afbildninger. Find stedet hvor dette stari [SA] !

Regn sa opgave 3.A.1 (nem). Dernzst 3.A.3 (brug en basis).
null og range: Gennemsku 3.B.2 !

Bevis-opgaver: Lav fgrst 2.C.15 (nem). Fortset med 2.C.16%*.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 22. september 2017

Oversigt nr. 5

Vi ndede idag at ferdigggre til og med afsnit 3.D i [SA] om isomorfe vek-
torrum. Las selv beviset for (b) = (c¢) i hoveds@tningen 3.29—indse at dagens
opgave opgave 2.C.1 benyttes stiltiende !

Nerstuder ogsa hvordan (vores bevis for) 3.5 fra sidste gang bruges bade i
3.59 og 3.60.

5. gang, tirsdag den 26. september. Vi begynder med at gennemga kapitel 5.A
om egenvardier og -vektorer samt egenrum for linezre operatorer (endomorfier).
Repeter disse begreber inden forelasningen.

Da afsnit 5.B er noget tungt, bedes I ogsa se nermere pa side 147, 150, 152
om gvre trekantsmatricer (hvad er det 7—hvorfor har de interesse ?).

Dernzast fortsetter vi i 5.C og diagonalisering af operatorer.

Opgaverne tager vi indenfor emnerne:

Linearitet: Regn 3.B.3 (nem). Forts@t med 3.B.9+10.
Vektorrum: Genkender du rummet C* i tilfeldet hvor M = {1,2,...,n}?
Genkender du ogsd rummet CM, hvis M = {1,2,... ,m} x {1,2,...,n}?

Forklar hvorfor matrixrummet F"™" er et vektorrum.

Inverterbarhed: Hvilken sztning i bogen tillader en at slutte at 7~ eksisterer
netop nar matricen M (7))~ eksisterer ? Hvordan ser man dernast at

M(T™Y) =MT)™* ?
Brug dette til at vise: 7' € L(V, W) og S € L(W, V) opfylder ST = I hvis
og kun hvis 7'S = I. (NB. dim V' = dim W er ngdvendigt, se 3.59.)
Nulrum: Begynd med 3.B.15. Forts@t med 3.B.13.

Dimensionssatningen: 3.B.6+22+23.

Matricer: Lad T vere den operator pa C? der er givet ved
T(x,y,2) = (ly,x + 21y + 2, (1 +1)2).
Find sa standard matricen for 7'.

Betragt sé basen ((1,1, 1), (1,1,0),(1,0,0)) for C*: Find da matricen M (T')
mht. denne basis.

Fortset med 3.C.2 og 3.C.6%*.
Injektiv/surjektiv/inverterbar: Regn 3.D.1+9 og 3.D.13.

Isomorfi: Regn 3.D.14 og 3.D.8%*.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 26. september 2017

Oversigt nr. 6

Idag fik vi gennemgaet kapitel 5.A og 5.B samt definitionen af egenrum i 5.C.

Pa opfordring kommer her et Igsningforslag til bevis-opgaven 3.D.14. Dette er
for at I kan se et eksempel pa hvordan det kan ggres. Forslaget er, at I f@rst stopper
leesningen af disse linier og af egen drift prgver at regne 3.D.14.

Forslag. I 3.D.14 betragets den line@re afbildning 7": V' — F”, der sender enhver
vektor v € V over i sin koordinatsgjle mht. en given basis B = (vy, ..., v,) for V;
dvs. Tv = [v]g = [c1 ... ¢,) " nérv = vy + - - - + ¢,v,,. Afbilningen er lineer, for
hvisw = dyvy +- - -+ dyv, sderv+w = (¢ +dy)vy + - - - + (¢, + dy ) vy, hvilket
viserat T'(v+w) = [v+w|g = [c1+dy .. .cpt+dp)T =[c1. .. cp)T+[dy ... dy)T =
[v]g + [w]p = Tv + Tw. Tilsvarende ses at T'(av) = aTwv. Hvis Tv = 0 sa er
alle v’s koordinater lig nul, men sa er v jo nul. Derfor er 7" injektiv. Givet u € F",
sderu = [a;...a,)T for visse skalarer a;, og derfor kan vi betragte vektoren
v = a1v; + - -+ + a,v,. Fordi v’s koordinater er entydigt bestemte viser dette
at [vlg = u, dvs. at Tv = u. Dermed er T surjektiv. I alt ses at 7" er line@r og
inverterbar; 1" er derfor en isomorfi, som gnsket.

6. gang, fredag den 29. september 2017. Stoffet til dagens forelesning bliver
forst fremmest kapitel 5.C om diagonalisering af operatorer. Siden 6.A+6.B (dog
ikke side 187-189) om indre produkter og normer, ortogonalitet mm.

Opgaverne til gvelserne:

Egenvardier: Begynd med 5.A.30 (den er sgd, bliv ikke forvirret). Fortsaet med
5.A.7,5.A.21,5.A.13%, 5.A.23*,

Egenvektorer: 5.A.9.
Invariante underrum: Regn 5.A.2+3+4.

Inverterbarhed: Regn bade 5.B.14 og 5.B.15. Forsta ogsa kommentaren til op-
gaven !

Operatorer indsat i polynomier: Regn 5.B.2—brug gerne ideen fra beviset for
5.21.

Desuden 5.B.5, 5.B.10 og 5.B.11.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEAR ALGEBRA M. ANV. 29. september 2017

Oversigt nr. 7

Idag nédede vi til og med side 170.

7. gang, tirsdag den 3. oktober. Vi forts@tter gennemgangen af kapitel 6 1 [SA].
(Eventuelt dele af 10.A, hvis vi nar sa langt.)
Opgaver 1 emnerne:

Diagonalisering: Fibonacci-tallene F;, er 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,... (kendt
f.eks. fra “da Vinci mysteriet” af Dan Browne). Indse fgrst, at talfglgen (£),)
kan fas ved gentagen anvendelse af 7" fra opgave 5.C.16 pa (0, 1).

Regn dernast 5.C.16 ved at benytte definitioner og s@tninger fra [SA]. Til-
leegsspgrgsmal: Er T' diagonaliserbar ?

Fglg op* med at vise at Fibonacci-tallene—hgjst overraskende—opfylder

at
F, 1 )
), = +5
F, 2

for n — oo.

Vink: Analyser 7"(0,1) via koordinaterne ¢y = % for v = (0,1) mht.

. A . . —nmn

basen i (c); udnyt at ‘K‘ < Ltilatvise at \"77(0,1) — —=(1,A4).
A, er “det gyldne snit”, som har veret kendt siden oldtiden: Det er forholdet
mellem de to kanter z og y 1 et rektangel, som er naturligt i den forstand at
% — Z*¥. dys. at mindste kant, z, forholder sig til den stgrste, som denne
forholder sig til summen.

Indre produkt: Regn 6.A.1+2.
Udled polariseringsidentiteterne in opgave 6.A.19+20. (Skal bruges senere

1 kurset.)

Norm: Normer er defineret i opgave 6.A.21. Vis fgrst at udtrykket ||(z1,z2)|| =
|z1| + |z2| giver en norm pd R2. (Denne er af oplagte grunde kendt som
Manhattan-normen !). Vis at denne norm ikke opfylder parallellogram iden-
titeten.

Regn sa 6.A.21*.

Ortogonal komplement: Vis pistanden om at U; C U, medfgrer Us- C Uy,
Giv dernast et bevis for 6.50.

Ortonormale baser: Bestem en ortonormal basis for null 7', nar T" er givet ved
den 4 x 4-matrix hvori alle indgange er lig med 1.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 2. oktober 2017

Oversigt nr. 8

1. selvstudium, 6. oktober. Her skal I lese kapitel 4 i [SA] om polynomier: Dette
vil danne nyttig baggrundsviden for bade regning af opgaver, forstaelse af beviser,
og ikke mindst miniprojektet i uge 41.

Mit forslag er, at I 1eser side 118—119 grundigt hjemmefra: Er der noget nyt ?
Desuden at I leeser om emnerne i resten af kapitel 4 inden den 6. oktober.

Opgaverne' I skal lave er fglgende:

(1) Nerlas beviset for s@tning 4.7. Midt pa side 120 nevnes trekantsuligheden—
hvor star den og hvordan udnyttes den konkret her ?

(2) Lige efter beviset side 120 n@vnes et entydighedsresultat—skriv dette ud
som en s@tning med alle detaljer. (Se evt. noter fra tidligere forelesning.)

(3) Nederst side 120: Hvorfor er det veldefineret at tale om graden af et poly-
nomium p(z) = aya1z + - - + a,, 2™ ? (Hvad er problemet ?)

(4) Check pastanden i boksen side 120 nederst. (Hvorfor kan man ikke bare
give nulpolynomiet graden O ?)

(5) I sztning 4.8 skal ligningen leses som en division af p med s (som produ-
cerer en kvotient ¢, med r til rest). Overvej det rimelige 1 den udlagning.

(6) Leas beviset for eksistens- og entydighedsudsagnene i 4.8—og nyd hvordan
linezr algebra indgar pa fornem vis.
Bemerk at 3.71-3.76 om produktrum pa side 91-92 er ngdvendig bag-
grundsviden (som I ogsa skal lese. .. ).

(7) Las og forstd 4.11 om rgdder. Bevis sa at der i 4.11 gaelder at
deggq < degp — 1.

(Brug entydighedresultatet fra side 120.)
(8) Las og forsta 4.12 med bevis. Ggr is@r rede for pastanden “Clearly...” !

(9) Las optakten til og indholdet af Algebraens Fundamentals®tning 4.13.
(Hvis beviset ser flot ud, sa veelg Kompleks funktionsteori pa 4. semester. . . )

(10) Nerstuder induktionsbeviset for 4.14 (som ogsa af og til bliver omtalt som
Algebraens Fundamentalsatning). I sidste linie bgr der nok sta “the \;’s”
henholdvis “the 7;’s for ¢ > 2”.

(11) Fortset med 4.15-4.17 om faktorisering af reelle polynomier. Eventuelt
kan I begynde med 4.16 om andengradspolynomier—bemark hvordan den
kendte lgsningsformel udnyttes i beviset til at lave faktoriseringen (dette kan
I fa brug for i opgaverne!)

Regn opgaverne 4.2+4+7 (nemme).

Med venlig hilsen

9 Jon

'Benjamin har lovet at bistd jer k1. 8-12 via lektiecafeen.



MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 25. oktober 2017

Oversigt nr. 9

Den 8. gang gennemgik vi skift af baser i almene vektorrum og de tilhgrende
formler for vektorers koordinatskifte og line@re operatorers matrixskifte.

I kort form fandt vi ved overgang fra en basis B = (vy, ..., v,) til en ny basis
C = (wy,...,w,) for V, at der er en inverterbar basisskifte-matrix S givet ved
(V109 . .. v,] = [wywy . . wy)S. (1)

Denne matrix S virker sa ogsa som koordinatskiftematrix og ved matrixskifte, idet

[ule = Slu|s foralleu € V, (2)
[T)e = S[T)pS™* foralle T € L(V). (3)

Dern@st gennemgik vi den oprindelige definition af determinanter ved hjlp
af permutationer i Definition 10.27-10.33. Defineret saledes, kan determinanten
udregnes ved at udvikle efter en vilkarlig raekke, eller en vilkarlig sgjle (en s&tning
der ikke findes i [SA]!) og derfor giver alle disse udviklinger samme tal.

3 x 3-reglen blev udledt som et specialtilfelde.

Endelig sa vi pa eksamensopgave nr. 1 og nr. 2 fra januar 2017.

9. gang, fredag den 27. oktober. Her vil vi pdbegynde kapitel 7A+B i [SA] om
spektralsceetningen. Denne store hovedsatning udsiger, at en operator 7' € L(V)
er ortogonalt diagonaliserbar hvis og kun hvis 7" er normal (dvs. 7T = TT™).

Geometri: Lav 6.A.31 om Apollonius’s identitet (nem).

Koordinatskifte: Find matricen A for operatoren D givet ved differentiation
iV = Py(C), idet A = [D]s og B = (1,2,2*) betegner den naturli-
ge basis for P,(C). Find sa matricen .S, som skifter koordinater til basen
C = (2% (2 — 1) (2 — 2)?). Bestem endelig matricen B = [D], enten
direkte eller via (3).

Bevis at matricen S i (1) ngdvendigvis er inverterbar. Udled omvendt, at for
enhver inverterbar matrix S er settet vq, . .., v, ) defineret ved (1) en basis.

Ortogonalitet: Antag at V' er et indre produkt rum med o.n.b. £ = (ey, ..., €,).
Udled da feerdige formler for [u]s og [T]¢ samt for skiftematricen S'i (1) og
(3) nar (wy, ..., w,) ogsd er en 0.n.b.

Regn sd 6.C.1+3+4.
Ortogonal projektion: Regn 6.C.5 og 6.C.8.

Determinanter: Brug definitionen til at verificere pastanden i 10.43 om at matri-
cen har determinant —3.

Desuden kan I regne nr. 2 fra februar 2017, hvis der er tid til overs.
Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 27. oktober 2017

Oversigt nr. 10

Idag gennemgik vi afsnit 7.A, med en afstikker undervejs til 6.42 om repre-
sentation af funktionaler.

Bemerk i gvrigt, at s@etning 7.10 kan formuleres pracist som M (7%) = M (T')*,
idet den adjungerede matrix M (T')* fas ved at transponere og konjugere M (T').

Dette er dog kun rigtigt, nar matricerne beregnes med hensyn til en ortonormal
basis. Mere praecist, for enhver ortonormal basis £ = (eq, ..., e,) for V, sa gelder
for alle operatorer 7' € L(V) med at [T|g = (a;;)i=1,...n, j=1

.....

[T*]f = [T]Z = (aj,i)izl ..... n,j=1,..n-

10. gang, tirsdag den 31. oktober. Her gennemgar vi kapitel 7.B om den reelle
og komplekse spektrals@tning.
Opgaverne tages i emnerne:

Adjungeret operator: Lav fgrst 7.A.1. Brug sa definitionen af den adjungerede
til at regne 7.A.2.

Selvadjungerede operatorer: Hvilke af fglgende matricer er selvadjungerede ?

0 0 1 7-i —11  3+4i 5—6i
(I 7), 1i 5 |, |-3-4i 7 8-09i
7 5 54Ti 6i+5 9i+8 -1

Analyser sd om enhver operator 7' € L£(V') opfylder

T=R+i1iS forR=R"S=25"

Normale operatorer: Hvilke af folgende matricer er normale ?

0o 1 7 2 3+41 5

(?;) 1 i =5|, (o 7 —2i
—7 5 Ti 0o 0 -2

Ortogonal diagonalisering: Hvilke af de ovenstaende matricer er ortogonalt di-
agonaliserbare ?

Ortogonal komplement: Regn 7.A.3. Fortset med 7.A.4, eventuelt 7.A.5.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 1. november 2017

Oversigt nr. 11

2. selvstudium, den 2. november: Kvadratrgdder af Positive Operatorer.
Temaet er, at I skal lere at “tage kvadratroden™ af en positiv operator, og at
spektrals@tningen er et meget bekvemt hjelpemiddel hertil.

Allerfgrst: Nar T er en operator pa et indre produkt rum V' af dimension n €
N, sa siges R € L(V') at veere en kvadratrod af T' dersom

RR=T. “4)

I sa fald tillader (!) man sig at skrive, at R = VT.
I det simple tilfelde at V = R ved vi jo godt at v/t kun er defineret for ¢ > 0.
Derfor ma vi ogsa forvente at fa brug for et positivitetsbegreb for operatoren 7"

Definition 7.31. En operator T' € L(V') kaldes positiv dersom T* = T og
(Tv,v)y >0 forallev € V. (5)

I sa fald skrives T' > 0.
Dagens opgaver er fglgende: 2

(1) Lav fgrst en analyse: Vis at hvis 7" har en kvadratrod R, som defineret i (4),
sa geelder ngdvendigvis at 7* = T og at T" > 0; jvf. (5).

(2) Ogsitil syntesen: Nar V' = C" og T'v = Av, hvor A,, ,, betegner 7”’s matrix
mht. den naturlige basis, sd sgger vi R,, ,, sddan at R*R = A.

Begynd med tilfeldet A = diag(\y,...,\,) =: D er en diagonalmatrix.
Hvad skal der her gelde om tallene A\q,..., A\, forat D* = Dog D > 07?
Kan du for sidanne D bestemme B,, ,, sddan at B*B = D ?

Vis nu for almene A opfyldende A* = A og A > 0 at der eksisterer en
kvadratrod af A, dvs. R, ,, opfyldende R*R = A. (Vink: Faktoriser A; husk
at S'i (3) kan valges sd S* = S~ 1)

(3) Og sa det almene tilfeelde: Nar 7" = T" > 0 pa V, sa findes en operator R
pa V sadan at R*R = T'. (Vink: Spektralsetningen og 3.60.)

(4) Post festum-analysen: Udled at nir R = /T, s& gelder endda at RR = T
(vink: R* = R fglger af at M (R*) = M(R)). Vis at R > 0 kan opnas.

(5) Nedvarmning: Verificer at man for F = C kan ngjes med at skrive selve
uligheden 1 Definition 7.31: Det fglger da at 7 = T (vha. polarisering).

Gennemregn ogsa 7.32 og 7.34 i [SA]. Ser sidstnvnte ikke mystisk ud ?

Las mere om positive operatorer og kvadratrgdder pa de fgrste 3 sider i afsnit 7.C.

NB. Hos Axler er en kvadratod defineret lidt anderledes ved at R? = T—men det
er en &kvivalent definition, jvf. 7.35 og (4) ovenfor.

Med venlig hilsen

Jon

ZVed problemer: Spgrg i Lektiecafeen eller nabogruppen, evt. naste kursusgang fredag den 3.
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 1. november 2017

Oversigt nr. 12

Forslag til besvarelse. Pa oversigt nr. 10 skulle man atklare om enhver operator
T pa et komplekst indre produkt rum V' kan skrives pa formen 7" = R + i S for
passende valgte selv-adjungerede operatorer R og S pa V.

Analyse: Formlen medfgrer at T* = (R +195)* = R* +1iS* = R —iS pga.
reglerne for adjungering. Ved addition ses sa at T+ 1™ = 2R, mens subtraktion
giver T'—T* = 21 5. Eneste mulighed er altsd R = $(T'+1*) og S = o-(T'—T").

Syntesen: Indfgrer vi R og S i L(V') ved formlerne ovenfor, sa er det oplagt
T = R+ 185, og da regnereglerne for adjungering giver R* = R hhv. §* = S
(verificer!), sa har disse valg af R og S de gnskede egenskaber. (NB. I analogi med
komplekse tal bruger man ogsd notationen T = 5(T+1) og Tiy = 5 (T—T7).)

Sidste gang gennemgik vi afsnit 7.B. Vi fik formuleret og bevist Spektralsat-
ningen 7.24. Den udsiger at 7" € £(V') er normal (dvs. T*T = TT™), netop nar T’
er ortogonalt diagonaliserbar (dvs. at V' har en orfonormal basis af egenvektorer
for T").

Dog ender beviset for at (¢c) = (a) noget komprimeret i [SA]. Som sagt, sa
fglger T*T = TT* af at matrixtilordningen 7" — M (T') er injektiv som afbildning
L(V) — C™", hvilket, da den er lineer, fglger hvis M(T) =0,, = T =0
(som ses let).

Desuden fik vi ogsa bevist den reelle spektralsaetning 7.29, som udsiger at pa
komplekse indre produkt rum er ortogonal diagonalisering ensbetydende med at
operatoren 7' er selvadjunderet; 7" = T'.

11. gang, fredag den 3. november. Her ser vi pd isometrier i afsnit 7.C, idet
vi dog vil erstatte det meste af et lidt uddybende notes@t (se min web-side) om
unitere/ortogonal operatorer og matricer. Disse benyttes i praksis nar man genn-
mfgrer en ortogonal diagonalisering, sa det vil vi studere i detaljer.

Opgaverne bliver denne gang:

Positive operatorer: Visat S+ 7 > OnarS > 0og 7T > 0 (nem). Siden 7.C.1
og 7.C.6.

Selvadjungerede operatorer: Lav 7.A.6 og 7.A.7.

Normalitet: Lav ubetinget 7.B.15 !

Spektralszetningen: Regn fogrst 7.B.4. Lav dernast 7.B.5.
Fortset med 7.B.6 og 7.B.7*.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 3. november 2017

Oversigt nr. 13

3. selvstudium: LU- og L DU -faktorisering af matricer.

Emnet er beskrevet i afsnit 2 af noteszattet [AJ], som findes pa kursets moodle-
side. Kort sagt skal I fa at se, at nar man laver raekkeoperationer (pa en totalmatrix
for et ligningssystem Az = b), s bestemmer man implicit ogséa en faktorisering af
af koefficientmatricen som A = LU, hvorved L er en nedre trekantsmatrix, mens
U er en gvre ditto.

Dette er ikke bare sjov: Det er ogsa yderst nyttigt, nar ligningssystemer Igses
péa en computer. Denne branche kaldes numerisk linear algebra. Har man brug for
at 1gse linezre ligningssystemer i industriel skala, sa anbefales det at bruge en af
software pakkerne pa markedet.

Hensigten for dagens selvstudim er meget enkel: Les, ler og Igs !

Afsnit 2.1: Las afsnittet og kontroller matrixprodukterne i (2.4), (2.6) og i linie
lige under (2.7).

Afsnit 2.2: Les afsnittet og kontroller matrixproduktet midt pa side 6.
Indse at bem@rkningen om ‘“‘gathered” gverst side 6 ikke er helt korrekt.
Vink: Se pa —4 i indgang 3,1.

Afsnit 2.3: Las afsnittet og kontroller matrixprodukterne i Example 2.10.

Mere LU -faktorisering: Regn opgave 2.1 og 2.2.

Regn ogsa 2.4 for at se hvordan rekkeombytninger fgrer til LU -faktorisering
af den permuterede matrix P A; jvf. midten af side 8.

Lav ogsa PW 3, PW5 og PW6.

Med venlig hilsen
Jon

14



MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 8. november 2017

Oversigt nr. 14

12. gang, fredag den 10. november. Vi gennemgéar den sakaldte singulere vaerdi
dekomposition (SVD) i afsnit 5 af notesattet [AJ]. Groft sagt giver SVD svaret pa
spgrgsmalet: Hvad ggr man nar A ikke er diagonaliserbar ?

Opgaverne vedrgrer:

Uniteere matricer: Vis at at det(U)det(U) = 1 nar U, , er uniter (nem), sadan
atdet U = ¢'? foret § € R, og specielt at det O = £1, hvis O er ortogonal.

Gennemsku at kravene U*U = E = UU* for unitaritet, se noter, er ensbe-
tydende med at sgjlerne i U udggr en o.n.b. for C"—og med at reekkerne i
U udggr en o.n.b. for C". (Jvf. (I) <= (IlI) <= (IV) i noterne.)

To matricer A, B € C™" kaldes unitceert &kvivalente, dersom B = UAU*
for en uniter matrix U € C™™. Vis at dette er en &kvivalensrelation.

coe . 20 11 1 2\ .
Positive operatorer: Undersgg om matricerne (0 3>, <1 1), (2 1) giver
positive operatorer pa C2.

Kvadratrgdder: Find kvadratroden R = \/Z af matricen

6 2+21
2—21 4 '

Bemark at R skal have formen U diag(ﬂ , \/g)U * for at vere positiv.

Facit:\/Z:‘/?i(lii 11—1)

Ortogonal diagonalisering: Diskuter teoretisk om hver af de fglgende matricer
er unitert ekvivalent med en diagonalmatrix. Faktoriser i sa fald A pa for-

men A = UDU*:
9 i =i
1 00 0 34i 5 0 0 ' - NI
12 0], ) .10 -1 —-1-i]l,l=% 2 O
01 3) 371 3 0 —1—i 0 i
—1—1 75 0 2
Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 15. november 2017

Oversigt nr. 15

Sidste gang blev der sat tid af til at gennemga en tidligere eksamensopgave.
VI néaede derfor kun til at introducere SVD fra [AJ], at vise den fgrste setning i
afnsit 5, og at formulere s@tning 5.8.

13. gang, fredag den 17. november. Vi ggr her afsnit 5 i [AJ] ferdigt. Desuden
tager vi fat pa afsnit 3 om Cholesky faktorisering af matricer.
Opgaverne:

Uniteer: Vis at ndr matricen U, , = [ujuz . .. u,] er uniter, s gelder det samme
om U = [eieuluz ... uy]. Er der et tilsvarende resultat for en ortogonal

matrix O = [0 ...0,] ?

Singulzere veerdier: Udled vha. setning 5.8 at der for en operator ' € L(V)
med singulere verdier s, So, ..., s, gelder foralle v € V' at

1Tl < (maxs;)[v]]

000 O

. . . : 300 O

Brug definitionen til at finde de singul@re verdier for B = 020 0
000 =3

SVD: Find bade den reducerede og den fulde SVD for ovenstiende matrix B.
(NB. Pzne tal!)

Lad A vare matricen for differentiationsoperatoren D péa P(C) mht. basen
(1, z, z%). Find sd bade den reducerede og den fulde SVD for A. Facit:

A:

oS = O

10
00
01

S O N
o = O
o O O

0
0
1

o = O

1
0
0

4 fundamentale underrum: Beregn fgrst de 4 matricer nevnt side 25-26 i [AJ]
for den 1 opgave 5.2 givne matrix.

Regn 5.1PW. Godtggr dernast pastanden om de 4 ortogonale projektioner
nevnt side 25-26.

Med venlig hilsen
Jon
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LINEZR ALGEBRA M. ANV. 17. november 2017

Oversigt nr. 16

Idag gennemgik vi resten af afsnit 5 1 [AJ], dog uden at skrive s@tning 5.11 og
5.13 op formelt set. Dette overlades til Selvstudium 4.

Beviset for polar dekompositionen A = ()S' i s@tning 5.17 blev givet i alle
detaljer. Bemark at forudsatningen i 5.17 om at A skal vere selvadjungeret, som
understreget idag, er ungdvendig.

Pensum. Pensum udggres af de leste dele af de tre noteset:

o I [SA] er det Kapitel 1, 2, 3.A-3.D, 3.E side 91-92, 4, 5, 6, 7.A-7.C, 10.A
til og med side 298, og 10.B side 311-318.

e Supplerende notes@t [Un] om unitere operatorer og matricer af 1. novem-
ber (pa mit websted).

o Afsnit 1-8 1 [AJ].

Dog er afsnit 10.B om permutationer og determinanter [SA] kursorisk (dvs. at
man skal kende begreber og resultater derfra, men bliver ikke prgvet 1 betragtnin-
gerne (=beviserne) i afsnittet).

Desuden er afsnit 7 og 8 i [AJ] kursoriske.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 17. november 2017

Oversigt nr. 17

4. selvstudium, den 21. november: Reduceret og fuld SVD af matricer.

I dagens selvstudium skal I stifte nermere bekendtskab med den reducerede
SVD: A = XYY*, som vi beviste ved dagens forelesning. Ved at bruge de de-
taljerede oplysninger i Theorem 5.11 i [AJ] bgr I kunne bestemme X, Y og 3 for
konkrete matricer A.

Desuden er der den fulde SVD: A = X;3;Y}", som er beskrevet i afsnit 5.4.
Her skal man som sagt (modsat den reducerede SVD) undlade at ignorere visse
vektorer i de ortonomale baser—det giver sa flere indgange i matricerne, iser en
masse nuller i >;.

Man kan nok godt have brug for en fremgangsmade. Den kunne se sadan ud:

(i) Beregn A*A (eller AA*) og find egenvardierne med \; > 0; afles dernast
r = rang A som antallet af disse egenveardier.

(ii) Bestem o.n.b. for V' bestdende af egenvektorer (v, vs,...,v,), for A*A,
sadanat \y > --- > A\, >0 =--- = 0. Indseti Y = [v;...v,]; hhv. i
Yi=1[v1...00...0,]

(iii) Opskriv de singulere vardier o; = \/)\_] for A\; > 0 og st ind i diagonal-
matricen Y, ,; suppler med O-blokke til ¥y € R™".

(iv) Udregn w; = = Av; forj € {1,...,r} ogindseti X = [w; ...w,]; suppler
med o.n.b. for Ijlull(A*) til X.

(v) Opskriv faktoriseringen A = XY™, hhv. A = X;3Y}".

Dagens opgaver. Mit forslag er at I regner fglgende:

(1) Prgv forst at bruge Theorem 5.11 og 5.13 til at regne detaljerne efter i
Example 5.14. Altsa: Hvor kommer matricerne fra i disse faktoriseringer ?

(2) Regn opgave 5.1 (facit nedenfor!). Fortsat evt. med opgave 5.2.

(3) Mindste kvadraters metode: Las om hvordan SVD kan bruges her pa side
28-29.

(4) Laes mere om anvendelserne af SVD 1 billedkompression i afsnit 8 (fine
billeder!) og om teorien bag i afsnit 7 af [AJ].

NB. Det ene facit i opgave 5.1 er TUNGT, nemlig

2 2 2 V51

(- ) (VL) (e
1 0 — —/5— _ 2 —v5—1
V26+v5)  \/2(5—5) 0 : 2\/5 V26—v5)  \/2(5—5)

Bemark at de to yderste er unitere, da de har ortonormale sg@jler hhv. rekker.
Desuden er X =Y fordi A*A = AA* her.

Med venlig hilsen
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MATEMATIK 3
LINEZR ALGEBRA M. ANV. 22. november 2017

Oversigt nr. 18

Facit:. I opgaven med at udfgre SVD pa matricen B pa oversigt nr. 15 finder man
folgende reducerede SVD:

g 8 8 300 1000
B=XYY"= 0 0 1 03 0 0001
0 -1 0 0 0 2 0100

Her kan de fgrste to sgjler af X ombyttes, hvis man ogsa ombytter de to fgrste
sgjler af Y. (Ellers kan man ikke opretholde at w; = = Av;.)
J

14. gang, fredag den 24. november. Her gennemgas hovedpunkter fra afsnit 3 i
[AJ]. Fokus vil ligge pé indholdet i Proposition 3.7 og Theorem 3.11 om Cholesky
faktorisering. Desuden afsnit 3.3 om udregning af Cholesky faktorisering, hvor
udgangspunktet er L DU -faktoriseringen i Proposition 2.7.

Desuden gennemregnes nogle eksempler pa de gennemgaede matrix faktori-
seringer.

Vi ser ogsa pa fglgende opgaver:

SVD: Regn opgave 5.2, hvis du ikke naede den i 3. selvstudium.

Polar dekomposition: Bestem polar dekompositionen A = ).S i Theorem 5.17
i [AJ] for matricerne A og B pa oversigt nr. 15. Vink: Udnyt at de fulde
SVD-faktoriseringer allerede kendes.

Positivt definit: Lgs opgave 3.1PW. Evt. ogsa 3.1 og 3.3.

Vis at for at A,,,, har en Cholesky faktorisering (dvs. A = R*R for R
positivt definit @T-matrix), sa er det en ngdvendig betingelse, at A selv er
positivt definit.

Cholesky: Find Cholesky-faktoriseringen af matricen A fra Example 3.10. Facit
star i Example 3.13—check om det er korrekt !

. 102 . .
Betragt dern@st matricen A = ((2) 9 8). Godtggr at A er positivt definit;

1

0 2
bestem dernast Cholesky-faktoriseringen af A. (Facit: R = (8 g \% ) J)

. 111
Samme opgave med matricen B = Lo L),

Med venlig hilsen
Jon
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