MATEMATIK 4
PROJEKT 3. marts 2006

Oversigt nr. 1

1. og 2. mgde (15/2 og 2/3). Her har vi laest og gennemgaet
kapitel 1 1 [GKP] om m&ngdeteoretisk topologi.
Dog er fglgende kursorisk: 1.1; 1.5.10-13; 1.6.13-14.

3. gang, torsdag den 9/3. Her studerer vi hvordan man alment kan forsyne et
vektorrum med en fornuftig topologi, sa snart der er givet en tilpas stor familie af
seminormer.

Konkret diskuterer vi

kapitel 2.4.1-2.4.5 i [GKP]; medtag gerne 2.4.8 allerede nu.

For at illustrere den svage topologi hgrende til en familie af seminormer kan I
overveje at

e pa et Hilbertrum H giver hver vektor y € H en afbildning H — C ved
forskriften

z = |(z]y)l. (D)

Denne er en seminorm (vis det!). Herved udstyres H med den svage topo-
logi; kaldes denne o bliver H,, (dvs. parret (H, o)) et topologisk vektorrum
(forklar vha. kapitel 2.4!).

Giv to argumenter for at o er svagere end normtopologien: (1) antag ||z, —
x|| — 0,visdaat xy — x i H,; (2) se pd en omegnsbasis for x = 0 via (x)
12.4.1; tag gerne H = {5 og tenk over hvor mange koordinatretninger en
sadan basisomegn kontrollerer.

e rummet CV (), hvor  C R” er en vilkarlig dben mengde, og N € Ny,
har et system af seminormer

[ullv.c = sup{ |D%u(2)| | # € K, |a] < N'}. (2)

Her er K C  en vilkarlig kompakt mangde. o = («, ..., ;) € NJ eret
multiindex med leengde |o| = a; + - - - + o, som bruges til at indfgre den
bekvemme notation

« a an N\ |a] 0% g%n
D* =D ... Do = (— i)l . (3)

[} -« a_ap
a$11 axnn

Med seminormerne || - ||y x er CV (Q) et topologisk vektorrum. (Hvad med
C>*(Q)N

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 2

4. gang, torsdag den 16/3. Her har vi gennemgaet 2.4.6-11 i [GKP], foruden
opgaverne fra 1. seddel.

5. gang, torsdag den 23/3, k1. 10-12. Her ser vi pa 2.4.12-13 og 2.5.1-2 i [GKP],
men som baggrund for 2.4.13 ma I nok ogsa lase 2.1.5-7.

Som konkrete eksempler ma vi pt. notere at L?(2) stér for mengden af funk-
tioner f:  — C, hvor Q C R" er en &ben mangde, som opfylder at |f|? er
Lebesgueintegrabel pa ©, dvs. [, |f(z)|* dz < oo. (Mere pracist er der tale om
mangder af &kvivalensklasser af funktioner stemmende overens n.o.) Som vi se-
nere skal fa at se i Integrations- og Fourierteori, sa er L2( ) fuldstcendzgt mht. me-
trikken induceret af det indre produkt ( f|g) = [, f(2)g(z)dz. Mao. er L*(Q)
et Hilbertrum.

Pa den baggrund bedes I lase kapitel 5.1 og 5.2.1 om Fourierreekker i mine
noter om funktionalanalyse; disse er tilgengelige fra mit websted. (NB! Det kun-
ne teenkes at der kommer vasentlige tilfgjelser senere i semestret, sa det nok bedst
at I ej refererer til sidetal men til afsnit osv.) Bemark at Weierstrass’ approxima-
tionssaetning fra afsnit 2.3 ogsa indgar i argumenterne.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 3

Jeg har nu rettet trykfejl 1 mine noter, circa i det omfang vi diskuterede idag.

6. gang, mandag den 10. april, kl. 12.30. Vi har aftalt at I leser hele kapitel 4
og resten af 5 i noterne. (Kapitel 4 for en oversigt over basale forhold ifm. Hilber-
trum.)

Desuden vil vi tage hul pa de ubegrensede operatorer i Hilbertrum. Som en
god kilde foreslar jeg vi bruger et notesat af Gerd Grubb (KU), neermere bestemt
kapitel 10 som er tilgengeligt fra

http://www.math.ku.dk/ grubb/dist10.pdf

De er ogsa tilgeengelige fra /user/jjohnsen/Kurser/Noter/GGnoter/
Dist06/dist10.pdf.

Heri ser vi pa afsnittene 10.1-10.3 til naste gang; I kan ogsa regne opgaverne
10.1-10.19 (sidstnavnte vil nok vare en serigs udfordring).

Det er en stor mundfuld, men I har jo ikke sa meget kursusaktivitet pt. Laes for
eksempel 2 sider og regn en opgave om dagen. (NB! Det bliver svarere jo lengere
1 kommer...)

Nysgerrige kan leese om atom/kvantefysikkens matematik i et notesat af Mi-
chael Loss, som jeg har faet anbefalet af Thomas @stergaard. Det kan tilgas pa
/user/jjohnsen/Kurser/Noter/MichLOSSnoter/stability010206.pdf.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 4

Mine noter er idag blevet opdateret, hovedsageligt med et bedre afsnit om
Sobolevrum i kapitel 5.

7. gang, onsdag den 19. april.. Her fik vi diskuteret afsnit 10.3 og det meste af
10.4 fra Gerd Grubbs noter om ubegrensede operatorer.

Desuden havde vi en indledende snak om spektret o(7") og resolventmangden
p(T) for en operator T' € B(H). Horia vil gennemga spektralteori for kompakte
operatorer for jer i kurset, og vi vil senere komme til spektralteorien for operatorer
i B(H). En generel indfgring i emnet findes i kapitel 7 af mine noter (som man
kan orientere sig i allerede nu).

8. gang, torsdag den 4. maj klokken 12.30. Vi diskuterer her evt. resterende
uklarheder i Gerd Grubbs kapitel 10.4 og fortsatter med kapitel 10.5; regn i den
forbindelse opgave 10.23.

Afsnit 10.5 er af stor betydning for studiet af Schrodinger operatorer T'u =
—Au + V(x)u, idet det for kvantemekanikken er alfa og omega at give mening
til den slags som selvadjungerede operatorer i f.eks. H = L*(IR?). (Til at begynde
med er de kun tet definerede og symmetriske, dvs. 7" C T™; jvf. lemma 10.8 2°.)

Til almen trening i kapitel 10 forventes I at regne 10.3+4+5. Desuden opgave
10.12, som giver typiske fanomener blot for simple differentialoperatorer. Endelig
opgave 10.16, som ofte er nyttig nar Hilbertrum anvendes.

Desuden kan I regne opgaverne 10.(35+)36+37 for at belyse Lax—Milgrams
lemma. Vi vil ogsa tale om 10.25.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen
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Oversigt nr. 5

9. gang, onsdag den 10. maj, k1. 12.30. Her vil vi se pa inklusionerne S(R™) C
Ly(R™) € 8’'(R™), hvor S(R") og S'(R™) betegner Schwartzrummet og dets du-
alrum. Hovedsigtet er at forklare, hvorfor (og hvordan) alle elementer af S'(R")
kan Fouriertransformeres og sagar differentieres.

En forklaring kan bekvemt gives vha. de generelle resultater, vi tidligere har
set. F.eks. ved at I ggr folgende (det meste er ret ligetil):

(1

2)

3)

4)

)

Vis at nar S(R") defineres som i kapitel 8 af noterne til integrationsteorien,
sd har S(R") en familie af seminormer givet ved

pn(¥) =sup{ (1 + |z)¥[D*(2)| [z € R", Ja] <N }. (&)

Slut via [2.4.2, GKP] at S(R") herved er et lokalkonvekst topologisk vek-
torrum.

Visat p; < py < ... ogat0i S(R™) derfor har en rellelig omegnsbasis
givet ved mangderne

Ve ={v eSR") | pn(¢) < 1} (5)

Repeter at fglgekonvergens er tilstrekkeligt, og at ¢, — ¢ i S(R") for
j — oo hvis og kun hvis, for hvert N, py(1; — ) — 0 for j — oo.

Vis at der pa S(R™) er givet en metrik ved

(¥, ) = > _ 27V min(1, px (v — ). 6)
N=1

Bevis at S(R™) er metriserbart (d giver samme topologi som seminormerne

S(R™) er fuldstendigt: Hvis (¢;) er en Cauchyfglge, sa konvergerer al-
le afledte D*1); ligeligt pd enhver kompakt delmengde K C R" mod en
funktion ¢ € C*(R™). Og for |a| < N,
(14 [=)¥[Dp(x)| < limsup py (¢5)
J
(7

< lim sup py (45 — 1j0) + P (1) < 00

Slut at S(R™) er et Frechétrum.

Iht. definitionen er et topologisk vektorrum X et Frechétrum, hvis det er lo-

kalkonvekst og metriserbart med en translationsinvariant metrik (dvs. d(z, y) =

d(x + a,y + a) for alle a, x, y), samt fuldstendigt.
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(6) Vis at enhver differential operator D*: S(R") — S(R") er kontinuert. Vis
ogsa at Fourier transformationen F er en homeomorfi af S pa sig selv.

Videre har man om funktionalerne pa det topologiske vektorrum S(R™):

(1) En linearform A: S(R™) — C er kontinuert fra S(R") til C hvis og kun
hvis der eksisterer ¢ > 0 og NV € Nsd

[A@W)] < epn(¥) = csup{ (1 + |2[*)V[D™(x)] |z €R", [o] < N}
8)
Dualrummet S’'(R™) udggres af alle kontinuerte linezre funktionaler, og
det er et topologisk vektorrum med w*-topologien. S’(R") kaldes rummet
af tempererede distributioner pa R".

(2) Hvis f € L,(R™) for 1 < p < oo opnés et element A; i S'(R™) ved
forskriften

(Ap o) = | fl2)d(z)de. 9)
R”
Vis dette, og slut at L,,(R™) C S’(R") er et underrum for alle 1 < p < oo.

(3) Specielt er S(R™) et underrum af S’'(R™), som endda er teet ! (Dette ses fra
[2.4.10, GKP] for X = S og Z = S(R"™)—overvej! (Foruds@tningen i
2.4.10 om at X er et normeret rum bliver intetsteds brugt i beviset.)

Nu har enhver kontinuert linezr afbildning 7: S(R™) — S(R™) en adjungeret
T*: §'(R") — S'(R"™), som for alle ¢ € (S), u € S’ opfylder

(T"u, ) = (u, TY). (10)

Dette fremgar af at hgjresiden klart athanger linezrt og kontinuert af 1, sa det
netop definerer et vist element (kaldet 7u) af dualrummet.

(1) Vis at T er kontinuert S’ — &', idet S’ udstyres med w*-topologien.
(2) Vis at der er kontinuerte operatorer 7* og D** pa S'.

(3) Parsevals ligning giver for alle ¢, p € S,

<fgo,w>:/fso¢dx=/sof¢dx=<so, Fo). (D

Slut heraf at F* i underrummet S virker som F selv, sa vi herved har en
udvidelse af F til en afbildning F: &’ — &', som er kontinuert !

Faktisk er F en homeomorfi pd S'(R") med F~! = (27)"F.
(4) Ved gentagen delvis integration ses for ¢, 1) € S at
(D6, 0) = (9. D0} = [ oD s = (1! [ Do s = (D, ),
(12)

Dette viser at D** = (—1)I* D i det tette underrum S, s& man har at D®
(via (—1)!® D**) udvider til en kontinuert operator D*: S'(R") — S'(R") !
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Til illustration har man f.eks. Dirac malet J, som er afbildningen ) — 1)(0).
Dvs. (dg, ) = 1(0). (Vis at & er i §’, idet kontinuiteten fas af ovenstaende.)
Fouriertransformering af J, foregar saledes: For vilkarligt ) € S(R") er

(Fbo. ) = (00, 70} = [ v@yde | = [wde=(1.0). a3

Altsa er Fdy = 1gn. NB! Der er altsa ingen vanskelige konvergensspgrgsmal for
integraler ved udregingen af F&, — ej heller ved Flgn = F25y = (27)"dp !
Differentiation af §, foregar analogt ved transponering,

(D6, ¥) = (o, (1) DY) = (—1)l*ID(0). (14)

Altsa er D6 selve afbildningen 1 +— (—1)I% D) (0) —som altsé er veldefine-
ret, trods det at dy bestemt ikke er nogen differentiabel funktion. (For |o| = 1
modelleres en elektrisk dipol ved D;d.)

Med venlig hilsen
Jon Johnsen

Ovenstaende er kun en forsmag pa den sakaldte distributionsteori. Denne er
meget omfattende og generel (og udggr et helt uundvearligt vaerktgj i moderne
matematisk analyse), men ovenstaende giver alligevel indblik i de helt centrale
teknikker og eksempler. Til yderligere studium af distributionsteorien kan anbefa-
les noterne fra Gerd Grubbs websted, eller bind I af Lars Hormander, The analysis
of linear partial differential operators, Springer 1983.
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Oversigt nr. 6

Eksamensspgrgsmal. Projekteksamen d. 19. juni er mundtlig med omkring en
halv times eksamination i et af de emner, der er nevnt nedenfor.

(1) Hilbertrum — basis, projektionss&tningen, line@re funktionaler.
(2) Banachrum og Hahn—-Banachs separationss@tning.

(3) Aben afbildningsztningen.

(4) Operatorer med lukket graf.

(5) Svag*-topologier og deres egenskaber.

(6) Spektrum for en begraenset operator pa et Hilbertrum;

(7) Kompakte operatorer pa Hilbertrum og deres funktionskalkyle.
(8) Spektrals@tningen for kompakte operatorer.

(9) Operatorer defineret ved sequilinearformer.

Bemark at det er en del af jeres opgave at afgreense de brede eksamensspgrgsmal.

Med venlig hilsen
Jon Johnsen



