MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 1. februar 2018

Oversigt nr. 1

Laerebog. I dette kursus fglger vi i store trek
[BM] Mal- og integralteorti,
Christian Berg og Tage Gutmann Madsen, Kgbenhavns Universitet, 2001.
Den kan tilgas via nettet:
http://www.math.ku.dk/uddannelser/noter/

Jeg regner med at vi gennemgar det meste af bogen, idet den ret ngjagtigt deekker
kursets indhold (desuden benyttes et supplerende notes@t, som kan ses pa mit
web-sted). Bogen giver en lettilgeengelig indfgring i et centralt omrade af den
moderne matematik, det sdkaldte Lebesgue-integral.

Introduktion. Det kunne vare nyttigt at give en meget kortfattet beskrivelse af,
hvad det hele gar ud pa: Hvis f: X — R er en funktion fra en vilkdrlig mangde,
og hvis f er simpel, dvs. kun antager endeligt mange verdier {y,...,y,}, sd er
essensen, at vi tilskriver f fglgende integral,

/fdx:yl-m(F1)+yz-m(F2)+---+yn-m(Fn)' (D)
X

Herved er F; C X den delmangde hvori f antager vaerdien y;, det vil sige F; =
“1({y;}), og m(F;) skal leeses som stgrrelsen (“mélet”) af F).

Pa den ene side er dette naturligt—og pa den anden side bemerkelsesvardigt,
fordi mengden X kan vere vilkarlig (og ikke ngdvendigvis en delmangde af R™).

Dog er det klart at man ma give en pracis mening til malet m(F;). Det vil vi
ggre en gang for alle i kursets begyndelse, og som I vil {4 at se er hele det resul-
terende integralbegreb en konstruktion, som er meget slagkraftig. Dette skyldes
ganske enkelt at s&tningerne er nemmere at bruge i praksis.

Dette vil jeg gerne uddybe: Selvom det ovenstaende er ret abstrakt, sa vil vi
ogsa fa glede af setningerne ved bestemmelse af konkrete integraler. For eksem-
pel kommer vi til mg@de setninger, der tillader ombytning af sum og integral, sadan
at man finder at

:i[ n—l—Q] Z n+2 §'

NB. Rzkken ) > | £
Analyse 2 er utilstreekkelige her !

Stgrstedelen af landvindingerne i den matematiske analyse og sandsynligheds-
regningen i det 20. arhundrede har pa afggrende made veret baseret pa Lebesgues
integralbegreb, som I altsa nu skal mgde.

a [0, 1], sa teknikkerne fra



Lektionsplan. Opdateret pér 1. februar.

Uge | Dato | Seance | Emner

5 2/2 1 kapitel 0+143: Den udvidede reelle akse; summer.
Milelige mangder; o-algebra. Mal. “Nasten overalt”.

6 572 2 kapitel 2: Borel funktioner. Malelige afbildninger.
8/2 3 kapitel 2: Mere om malelighed og urbilleder.

7 1272 4 kapitel 4.1: Integral af positive malelige funktioner.
1572 5 kapitel 4.2-3: Lebesgue-integrabilitet af reelle og

komplekse funktioner. Majorants@tningen.

8 1972 | Selvst. 1 | kapitel 4.4-6: Afledte malrum. Summer.

22/2 | Selvst. 2 | kapitel 5.1, side 8170-83:
Dynkin systemer, alias o-klasser.

9 1/3 6 kapitel 4.7: Integral med reel parameter.
kapitel 5.1: Lebeguemalets entydighed.
kapitel 5.2-3: Lokal integrabilitet. Radonmal.
10 | 8/3 7 kapitel 5.4-5: Invarians. Malforhold.

11 | 12/3 | Selvst. 3 | kapitel 5.6: Cantors mangde.
kapitel 5.7: Transformationss&tningen.

15/3 8 kapitel 6: Produktmal. Tonelli og Fubinis sa&tninger.
12 | 22/3 9 kapitel 7: Lebesguerummene L,, og fuldstendighed.

12 | 23/3 | Selvst. 4 | kapitel 7.5: Rummet L.
kapitel 5.8: Det fuldsteendige Lebesguemal.

14 | 5/4 10 kapitel 8.1: Fouriertransformationen pa R¥.
kapitel 8.2: Schwartzrummet (i dimension 1).

15 | 9/4 | Selvst. 5 | kapitel 8.2: Schwartzrummet i dimension k.

12/4 11 kapitel 8.3: Foldning af funktioner.

16 | 16/4 | Selvst. 6 | kapitel 7.6: Approximation i middel.

19/4 12 kapitel 8.4: Plancherels s&tning.

(&Endringer kan forekomme)
Mit eget notesat vil is@r erstatte bogens tekst i kapitlerne 7 og 8.

Som supplerende litteratur kan jeg pege pa:

e K. B. Athreya, S. N. Lahiri: Measure theory and probability theory. Sprin-
ger 2006.

e R. Ash: Probability and measure theory, Academic Press 2000.

e D. S. Kurtz, C. W. Schwartz: Theories of integration, 2nd edition, World
Scientific 2012.

e G. S. Nelson:A user-friendly introduction to Lebesgue measure and integra-
tion. American mathematical society, 2015.

I den f@rste af disse er fremstillingen i sit udgangspunkt relativt tet pa tankegan-
gen hos [BM].

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 1. februar

Oversigt nr. 2

Fgrste gang, fredag den 2. februar. Vi mgdes kl. 12.30 i lok. 5.227, hvor jeg
beskriver organiseringen af kurset.

Dernzst vil jeg efter en introduktion gennemga kapitel 0+1 om begrebet o-
algebra og kapitel 3 i [BM] om mal. Desuden vil vi snuse til malelige afbildninger
1 kapitel 2.

Endelig far I tid til at regne opgaver i emnerne:

summer: Regn opgaverne 0.5-0.8. (Vigtige!)

o-algebra: Prgv at gennemskue opgave 1.1.

Mal: Regn opgave 3.3 (nem).

Udvidede reelle tal: Regn 0.9 og 0.10 for at blive fortrolig med fordelene ved R.

NB. Betegnelsen “nem” betyder at opgaven har en kortfattet besvarelse (som dog
kunne vare sver at finde for den uerfarne. . .).
Neaste gang ser vi pa flere fra kapitel 1 og 3.
Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 2. februar 2018

Oversigt nr. 3

Idag fik vi gennemgaet det vigtigste af kapitel 0 og definitionen af mal fra
kapitel 3 samt begrebet o-algebra i kapitel 1. Se ogsa mine noter pa web-siden.
Vi fik ogsa repeteret duallovene:

X\(UAi):ﬂX\Aiu X\(ﬂAi>:UX\Ai- (2)

i€l i€l i€l i€l
Disse er almen mangdealgebra, og nyttige 1 beviser og opgaver.

2. gang, mandag den 6. februar, kl. 8.15-12.00. Vi gennemgar resten af kapi-
tel 3, dvs. essensen af “n@sten overalt”, og faerdigger kapitel 1 fra midten af side
18. Dernzst pabegyndes kapitel 2 om malelige funktioner og atbildninger. (Dette
svarer til resten af Ch. 1 og Ch. 2.1 i mit noteset.)

Desuden er der opgaver om:

o-algebraer Fgrst opgave 1.1 fra sidste gang, hvis du ikke naede den. Fortset
med 1.4.

Generaliser ved at lave 1.5 vha. dagens teori (hint nedenfor).

Mal: Regn 3.6+7 om hovedeksemplerne B og C. Dernzst opgave 3.8.

Fa belyst axiomerne for mal ved at gennemskue opgave 3.4.

PS: I opgave 1.5 inducerer A = {A;,..., A,} en klassedeling X = |J, K,
(dvs. disjunkt forening) med hgjst 2" mangder. Dette ses induktivt med n = 1
klaret i opgave 1.4; en ny mengde A, ; og dens komplementermeengde X \ A,, ;1
giver jo anledning til (hgjst) dobbelt sa mange snitmangder. Herved overfgres
ogsa egenskaben at for hvert ¢ og j er enten K; C A; eller K; C X \ A;.

Hvis F betegner samtlige foreningsmangder af de hgjst 2" mengder i (K;),
s& giver simpel kombinatorik at F hgjst har 22" elementer. I er fgdt stabil under
alle foreningsmangder, men er en o-algebra fordi X \ J;c;, Ki = UiGE o, i € F.
Idet A; = U{K: | A; N K; # 0} € F for hvert j, saer o(A) C F, hvorfor o(A)
hgjst har 22" elementer. QED

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 6. februar 2018

Oversigt nr. 4

Igar fik vi gennemgaet essensen af kapitel 3 om emnet “nesten overalt”. Dog
fik jeg ikke navnt emnet nulmengder. Som det gerne skulle fremga af kapitel 3.2
(og kursets fortsettelse) er disse til for at holde regnskab med at ting “gér galt” i
kun “ubetydelige” mangder. Laes om det i 3.2—og verificer pastandene i afsnittets
4.-6. linie !

I afsnit 2.1 fik vi gennemgaet til og med eksemplet side 25.

3. gang, torsdag den 8. februar. Fra 8.15 gennemgas resten af kapitel 2.1-2.4.
Disse afsnit vil vaere afggrende for den videre gennemgang af Lebesgue integralet.
Opgaverne vedrgrer mange forskellige emner:

Neaesten overalt: Regn 3.13.

Opgave 3.10: Aksiomerne for mal har “indbygget” den naturlige svakkelse,
at maengderne blot behgver at vare disjunkte p-neesten overalt. (Nem, se
avy.

Indikatorfunktioner: Lav 2.1 (nem vha. s@tning 2.3 !).
Borel algebraer: Lav fgrst opgave 1.2. Desuden 1.7 og 1.8 (Q er tzllelig).

Malelighed: Begynd med at bruge definitionerne til at regne 2.3 (nem).

Afklar hvorvidt polynomier, exp og sin, der alle ses som afbildninger R —
R, er malelige, dvs. Borel-funktioner.

Er en potensrekke > 7 a,(z — 29)", betragtet som en kompleks funktion
pa sin abne konvergenscirkel, malelig ?

Den udvidede akse R: Regn opgave 1.6.

Vink: Det kan vere nyttigt at metrikken d(z,y) = |arctanx — arctany|
giver de samme abne mangder pa R som den s@dvanlige metrik. (For at
se dette er det nok at vise de to metrikker har de samme lukkede mangder;
men pga. kontinuiteten af tan og arctan fglger dette af at x,, — z mht.
d(z,y), hvis og kun hvis der er konvergens i vanlig metrik.)

Koncentrerede mal: Gennemsku 3.14. (Bruges dagligt i statistik.)

NB ! Opgaverne i de f@rste 4 emner er ret ligetil, sa de bgr kunne regnes som
forberedelse inden torsdag. Dette anbefales for at I kan sikre jeres fortrolighed
med alle de nye begreber.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 9. februar 2018

Oversigt nr. 5

Vi fik igar gennemgaet kapitel 2, til lige f@r setning 2.13.

4. gang, mandag den 12. februar. Fgrst gennemgas satning 2.13. Dernast vil vi
udlede eksistensen af [, f dy for enhver E-B-mélelig funktion f: X — [0, co].
Vi stiler mod Lebesgue’s monotonis@tning, gerne til og med side 51.

Desuden er der opgaver i:

Cirklers malelighed: Forklar hvorfor en cirkelskive S med centrum (g, yo) 0g
radius 7 > 0 har et areal som delmangde af R?. Vink: Vis at S er i B, ved

at inddrage en kontinuert funktion.
Faldgruber: Gennemsku opgave 2.5—antag gerne at E # P(X) (nem).
Regneregler: Udvid s@tning 2.12 med at % er E-malelig nar f,g: X — Cer
E-malelige med g(X) C C\ {0}. Vink: Vis fgrst at é er E-B-malelig, nar
g(x) > 0 for alle x € X. Brug sa formlen (2.3.5) i mine noter.

Store og sma c-algebraer: Regn opgave 2.2—ideerne her indgar i de formelle
definitioner af uafhengige stokastiske variable og betinget middelverdi.

Naesten overalt: Opgave 3.12.

Konvergens i malelige maengder*: Regn opgave 2.6 — resultatet er vel egentlig
overraskende !? (Brug eksempel 2.15 og s®tning 0.1.)

Frembringersystemer*: Eftervis de vigtige resultater i opgave 2.7.

Brug resultatet til at se, at en potensraekkes sumfunktion pa konvergenscirk-
len B(z, p) er malelig med hensyn til nedarvede Borelalgebra By, ,).

Er sidste del af opgave 1.6 ogsa en konsekvens af opgave 2.7 ?

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 12. februar 2018

Oversigt nr. 6

Igar naede vi til og med side 49. Lebesgues monotonis&tning side 50 blev ikke
separat formuleret, men blev dog omtalt som egenskab (iii) i Hovedsa&tning 4.2.

Serlig hjemmeforberedelse: Gennemsku bogens pastand side 45 at cf er E-
B-mélelig for alle f € M™*, c € [0, ).

Fortset med at f = lim,, f,, eri M™. Og find sé heraf et argument for at f + ¢
tilhgrer M™. (NB. Setning 2.10 er utilstreekkelig!)

Endelig: fire linier under formel (iv) side 47, overvej ogsa at f — s € M,

Ved opgaverne vil vi benytte bade monotonisatningen og s@tning 4.16 om at
ombytte sum og integral for funktioner i M™, selvom satningen fgrst gennemgas
5. gang. (Indholdet er dog ligetil at forsta.)

5. gang, torsdag den 15. februar. Her vil mélet vere at na fra side 50 og igennem
kapitel 4.3.
Desuden laver vi opgaver i

Borelfunktion: Vis direkte at ¢(z) = 1 - 1g, (z) er en Borel mélelig funktion
R — R. (Dette kunne indga i opgaven med malelighed af § fra sidste gang.)

Faldgruber: Opgave 4.3, punkt 1. Vink: Tegn gerne grafer !

Monotonisztningen: Regn 4.4. (Vink: Leas integration af f over |1, n] som inte-
gration af f1; ,) over R.)

Ombytning af sum og integral: Regn 4.8, som vedrgrer (1) pa oversigt nr. 1.
(Svarene er “3/4” hhv. “nej” (tag sup-normen af et udsnit).)

Fortsat med 4.9.

Modeksempler: Lav opgave 4.12 (nem!).

Er det vesentligt, at monotonis@tningen er formuleret for en fplge ?

Regn gamle opgaver, hvis der er tid til overs.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 15. februar 2018

Oversigt nr. 7

1. selvstudium, mandag den 19. februar. Her er programmet at I selv studerer
de velbeskrevne afsnit 4.4, 4.5 i [BM] om afledte malrum, altsa nye malrum ud
fra gamle:

e delrum,

o tetheder,

e billedmal. (Bemark Eks. 4.23 om fordelingen af en stokastisk variabel.)
Prgv i hvert afsnit at besvare spgrgsmal som

e Hvad er emnet ?

e Hyvilke resultater prasenteres ?

e Hvordan er argumenterne bygget op ?

Desuden afsnit 4.6 om uendelige summer jes a; fra kap. 0, nu fortolket som
integraler med hensyn til tellemélet pa J—og udvidet til reelle og komplekse
summander a; via integraler. Bemark, at maengden af de summerbare familier
(aj);jes (= de integrable funktioner pa .J) skrives som ¢(.J).

2. selvstudium, torsdag den 22. februar. Her bedes 1 l@se i kapitel 5.1, n&ermere
bestemt side 81,p—83'!, om begrebet o-klasser, eller Dynkin systemer.

Hovedtemaet er dette: Hvornar er en o-klasse D faktisk en o-algebra ? Svaret
er at D skal vere fellesmangdestabil (side 82 gverst). Overraskende nok er det
endda tilstreekkeligt, at D har et frembringersystem, som er fellesmangdestabilt.
Se Fundamentallemma 5.3, og studer dets bevis.

Vi far glede af Fundamentallemma 5.3 straks i foreleesningen den 6. gang,
hvor vi skal vise “entydighedssatningen for mal”, som er et af kursets hgjdepunkter.

NB. Fundamentallemma 5.3 er ogsa kendt i litteraturen om stokastiske variable
som “Dynkin’s m-A-theorem”. Dette indgar i reesonnementer om at to stokastiske
variable X og Y er ens i fordeling eller om de er uafheengigt fordelte.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 28. februar 2018

Oversigt nr. 8

Sidste gang fik vi gennemgaet til og med Lebesgues majorantsetning med
bevis. Narstuder selv eksemplerne midt pa side 55, og gennemsku deres relation
til antagelserne i majorants@tningen—kan disse svakkes ?

Afsnit 4.3 om komplekse funktioner handler n@sten udelukkende om at fgre
alting (bade definitioner og s@tninger) tilbage til det reelle tilfeelde i afnsit 4.2.
Det blev derfor overladt til jer selv at lese.

I opgave 4.8 fra sidste gang finder man fol Yoo, ‘”nnﬂ de =", m =3,
idet monotonis@tningens korollar tillader ombytning af sum og integral.

Pa den ene side kunne man forestille sig at reekken konvergerer uniformt (hvad
der ville tillade ombytningen), og at det maske ville veere nok med uniform kon-
vergens for = €0, 1], idet f.eks. {1} er en Lebesgue nulmangde.

P4 den anden side er kriteriet herfor, at der til hvert € > 0 findes NV sa

n—+p
xk—&-l

n>N = VpeN: sup
0<z<1

<e. 3)
k=n-+1

Men den endelige sum er kontinuert pa [0, 1], sd sup,_, ., kan erstattes af supy, ;.
Sidstne@vnte er et maksimum som antages i z = 1, idet hver 2%t er voksende,
sa (3) er derfor ensbetydende med Vp: Zgjﬁ 41 % < 00, hvilket er umuligt for
ethvert N.

Rakken i (3) konvergerer altsa ikke uniformt—sa analyse 2 rekker ikke !

6. gang, torsdag den 1. marts. Vi gennemgar 4.7 om integral som funktion af
parameter—her vil navnlig majorants@tningen vere et vigtigt hjelpemiddel. Der-
nast fortsetter vi med entydighedssatningen for mal i afsnit 5.1, 5.2 og lidt af 5.3
om Radon mal.

Endelig er der opgaver i:

Integration af positive funktioner: Regn opgave 4.10. Evt. 4.9, hvis den ikke
blev regnet sidste gang.

Integrabilitet: Gennemsku 4.14 | — Og lav 4.22 (nyttig!).

Majorantsatningen: Brug majorants@tningen til at vise at for n — oo

1 1
/ 2dx—>/ 2dI:7T.
r (1/n)+1+x rl+z

Dern@st opgave 4.18.

Prgv sa 4.19 (som illustrerer forudsatningerne) og fortseet med 4.23.

Desuden gamle opgaver, hvis der er tid til overs.

Med venlig hilsen
Jon



MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 5. marts 2018

Oversigt nr. 9

Efter selvstudiet den 19. februar skulle I nu gerne vare fortrolige med
e mal pa og integration over delmangde,

e madl med tethed,

e billedmal,

e summer som integral mht. tellemalet, £(.J).

Bemeark at en stokastisk variabel er en funktion f: 2 — R, som studeres i til-
knytning til et malrum (€2, F, P), hvorved P er et sandsynlighedsmal (P(§2) = 1)
defineret pa o-algebraen F i (2 (tilstandsrummet).

Helt generelt er fordelingen af f defineret til at vare det sandsynlighedsmal
pa R, som er givet ved billedmalet ;» = f(P). F.eks. er

pla,b]) = P(f~([a,b])).

Her er p sé i bedste fald defineret pa den steerkeste (=stgrste) o-algebra i R, som
gor f: Q) — R Borel malelig (jvf. opgave 2.2(a)).

I en reekke hovedtilfelde har 4 = f(P) endda tethed mht. Lebesguemalet pa
R, hvis f er normal- eller eksponentialfordelt; jvf. eksempel 4.20.

Som konsekvens af satning 4.22 om billedmal har man, nar f har middelver-
di, altsa nar f € L(Q), F,P), at der geelder den velkendte formel (hvor id(z) = z)

E(f):/ﬂfdP:/QidofdP:/Rxdf(P). @)

Mere pracist er den stokastiske variable f integrabel mht. P hvis og kun hvis z er
integrabel pa R mht. billedmalet/fordelingen f(P). Sidstnevnte egenskab omtales
som at fordelingen f(P) har fprste moment, hvor kriteriet er at [, || df (P) < oo,
og dette er altsa akvivalent med at f selv har middelverdi.

Hgjresiden af (4) kan ggres mere konkret nar f(P) er eksponential- eller nor-
malfordelingen, eller i andre tilfeelde hvor f(P) har tethed mht. dz pa R.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 5. marts 2018

Oversigt nr. 10

Vi fik sidste gang gennemgaet den vigtige Bemarkning 4.16 i alle detaljer.
Dernzst gik vi gennem 4.7 og entydighedsatningen for mal i afsnit 5.1. Desuden
fik vi omtalt Borel mal og Radon mal fra side 87.

7. gang, torsdag den 8. marts. Her gar vi videre med “the Fundamental theorem
of calculus, revisited” i afsnit 5.2. Dernest fortsattes med (Radon mal i 5.3 og) et
nermere studium af Lebesgue malets egenskaber i afsnit 5.4-5.5.

For at gve tingene regnes opgaver i

Integration over delmangder: Regn 4.28+29.

Integral med parameter: Regn opgave 4.41. (Hensigten er at bestemme et vel-
kendt udtryk for F'(t) ved at gd gennem skridtene.)

Lokalt integrable funktioner: Lav fgrst bade 5.8 og 5.9 (begge bruges ofte).
Regn dernast de velkendte eksempler i opgave 5.9+10.

Udvid dit univers til: For hvilke a > 0 er funktionen

1

—_— f > 2
z(log x)® (for z > 2)

integrabel 1 oo ?

Vink: En stamfunktion kan opskrives ! (NB. a = 1 er et s@rtilfelde.)
o-klasser: Regn 5.6 (nem) og 5.7.

Gamle opgaver, hvis der er tid til overs.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 8. marts 2018

Oversigt nr. 11

Idag naede vi de essentielle dele af afsnit 5.5 om malforhold. Mere precist fik
vi formuleret setning 5.18 om at malforholdet af en inverterbar matrix G er den
gruppehomomorfi GL,, — R der er givet ved mfh(G) = | det G/|.

Detaljerne pa side 98 ma I selv l@se, de er ikke dybsindige. Beviset side 99
henlegges til selvstudium 3.

Undervejs 1dag benyttede vi os ved s@tning 5.17 af kendte ting vedrgrende
isometrier 1 euklidiske rum. For en fuldstendigheds skyld opsummeres disse her:

Enhver isometri T': R™ — R" er affin, endda pa formen
T(x)=0zx+a
for en vektor a € R™ og en ortogonal matrix O (dvs. Ot = O~ 1):

Bevis: Pér definition opfylder en isometri 7" at

|T(x) —T(y)|| = ||xr —y|| foralle z,yeR" 5)

Man kan gerne antage 7'(0) = 0, da 7'—T'(0) ogsa er en isometri; sa reekker det at

vise den har formen Ox. For y = 0 ses sa at 7" er normbevarende, || 7'(x)| = ||z||.
Fordi normen udspringer af det indre produkt, dvs. ||z||? = (z|x), ses at

lz = ylI* = llzl* + lylI* = 2(z |y) (6)

og da man i alle normerne kan erstatte x med 7'(x) og y med 7'(y), uden at @ndre
vardierne, sluttes heraf at T er skalarproduktbevarende:

(T(@)|T()) = (z]y) foralle =,yeR" )
For den naturlige basis (e, . .., e,) fassa (1'(e;) | T'(ex) ) = d;x, hvorfor R™ ogsa
har (T'(e1),...,T(e,)) som ortonormal basis.

Saer T'(x) = > \;T(e;) for visse tal \;(z), som via det indre produkt med
T'(ex) ses at veere \p(z) = (T'(x) | T'(ex) ). Ved indsettelse heraf ses det at

@) = Y (T@)|Te)T(e) = Y (ale))T(e).  ®)

Sidste udtryk afhaenger line@rt af x, hvoraf T'(x) = Oz for en vis n X n-matrix
O. Nu medfgrer (7) at O'Oxz = z, hvoraf O® = O~! fglger som gnsket.

Det er klassisk sprogbrug, at to maengder A, B C R" kaldes kongruente der-
som B = T'(A) for passende valgt isometri 7". Idet T'x = Ox+a som vist ovenfor,
sa noteres det at a bidrager med en flytning, mens multiplikationen med O bade

kan give en rotation (for det O = 1) eller en spejling i origo (O = —1I) eller i
en linie derigennem (for det O = —1)—eller i hgjere dimensioner en blanding af
rotation og spejling.
Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 8. marts 2018

Oversigt nr. 12

3. selvstudium, mandag den 12. marts.

Cantors maengde er fgrste emne. Dette eksempel har € Il O T IT1 betyd-
ning for vores intuition, som far et ordentligt skud for boven—og derfor har det
ogsa stor didaktisk betydning.

Cantors mangde F' er en Lebesgue nulmangde i enhedsintervallet,

F C[0,1].

Fgrste overraskelse er at F' er overtellelig. Dvs. at F' er &kvipotent (jvf. side 22)
med [0, 1] selv, hvilket virker kontra-intuitivt, da m(F') = 0 mens m([0, 1]) = 1.

Neaste overraskelse er at F' er bade begraenset og lukket (altsa kompakt), sa F’
indeholder alle sine greensepunkter—derfor ligger F altsa ikke teet i [0, 1], pa trods
af at de er &kvipotente !

Las nazrmere i afsnit 5.6 om konstruktionen af I’ og forklaringen pa de un-
derstregede egenskaber.

NB. F forstas nok nemmest via Cantor-Lebesgues funktion f: [0, 1] — [0, 1].
Denne er konstant pa hver bid af [0,1] \ F, sa f' = 0 gelder n.o. selvom f er
voksende med f(0) = 0og f(1) = 1! Se gerne de 2 fgrste figurer pa

https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_ function

Der er bade en (tilnermet) graf for f, og en animation visende fremgangsmaden.

Jacobis transformationssatning er andet emne. Her kan I ggre fglgende:

e Les side 104 til og med s@tning 5.26 for at fa et overblik over emnet.

e Regn opgave 5.24 for at se n@rmere pa skift til sferiske koordinater.

e Nearstuder side 96, linie 5-8 for at forstd formlen der. Indse sda, at dette
beviser Jacobis formel for tilfeeldet hvor transformationen er en translation,
¢ = 7,. (Lebesgue integralet er translationinvariant pa R¥.)

e Imiter ovenstaende brug af setning 4.22 om billedmal, og inddrag sa@tning
5.18 om malforholdet, til at vise formlen

f(Gx)dx:\detG]/ f(z) dz, G € GL, .
RK RF

Indse sa at denne formel er det specialtilfelde af Jacobis formel, der fés fra
det linezre koordinatskifte y = Gx.

e Las sa detaljerne i beviset for s@tning 5.18 (inklusive Lemma 5.19, hvis
dette er nyt stof).

Et alment bevis for Jacobis transformationsformel, baseret pa de gennemgaede
dele af teorien, findes 1 afsnit 5.3 af D. W. Stroock: A concise introduction to the
theory of integration (Birkhduser 1999). Det kraever en del matematisk rutine, men
anbefales til de interesserede (i ngd eller ej).
Med venlig hilsen
13 Jon



MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 14. marts 2018

Oversigt nr. 13

I resten af kurset gar vi over til at benytte fremstillingen i mit eget noteszt,
hvor vi fglger kapitlerne 6-10. Pt. er notesattet opdateret fsv. angar kapitel 6 og
7. (De med * merkede afsnit er ikke pensum.)

8. gang, torsdag den 15. marts.

Vi gennemgar kapitel 6 om eksistensen af produktmdl til og med bevis for To-
nellis og Fubinis s@tninger, om ombytning af integrationsordenen for funktioner
i MT(X xY,E®T) henholdsvis i £L(X X Y, u® v).

NB! Dette er en stor mundfuld, sa I opfordres til at orientere jer i kapitel 6
inden forel@sningen !

Blandt opgaverne (som stadig tages fra [BM]) ser vi pa:

Lokal integrabilitet: Regn 5.13 (nem) og 5.14.
De s@rligt interessede kan regne 5.15.

Invarians: Gennemsku 5.22 !

Integral som funktion af parameter: 4.42 om gammafunktionen, en ‘glat’ ud-
gave af n!.

Produkt-o-algebraer: Lav 6.2(let) og 6.3.

Opgaverne til de sidste to emner vedrgrer dagens forelesning, men jeg vil tro det
gar an.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 19. marts 2018

Oversigt nr. 14

Sidste gang naede vi afsnit 6.1 om produktmalet ; ® v i alle vasentlige de-
taljer: Vi viste at klassen af o-endelige malrum er stabil under dannelse af pro-
duktrum. I ma selv lese det meget vasentlige resultat i Saetning 6.1.8 om Le-
besgue malet at

myp & Mg = Mypq.

Deusden naede vi i 6.2 Tonellis s&tning om ombytning af integrationsordenen,

eller rettere gentagen integration af en funktion pa et produktrum.

9. gang, torsdag den 22. marts. Vi ma fgrst ggre kapitel 6 feerdigt med gennem-
gang af Fubinis s@tning samt et par eksempler.
Dernest gar videre med klasssiske uligheder og funktionsrum i mine noters
kapitel 7. (Afsnit med * er ikke pensum, men kan l@ses af de interesserede.)
Desuden er der opgaver (fra [CB]) i:

Partiel integration: Eftervis fglgende generelle udgave af formlen for partiel in-
tegration, hvor funktionerne altsa ikke antages at veere C':

Hvis f, g € L([a,b]), sé gelder om vilkarlige stamfunktioner F' og GG at

b b
/ f(2)G(x) dx = [F(2)G(z)2=) — / F)gx)dz ()

Vink: Brug Fubinis setning til at integrere f(x)g(y) over trekanten af de
(z,y) hvora < x < boga < y < z. (Tegn trekanten ! og brug indikator-
funktionen for denne.)

Tonelli: Lav 6.14 (om areal mv.). Fortset med 6.15.
Ngdvendighed af o-endelighed: Regn 6.19.
Volumen: 6.26.

Produktmal: Regn 6.28 (brug 7, 7, side 123). Bemark, at vi derved som speci-
altilfzelde fér fgrt stning 6.9 over til delmengder af RF.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 19. marts 2018

Oversigt nr. 15

4. selvstudium, fredag den 23. marts. Her er fgrste del af programmet, at I selv
skal narlese afsnit 7.5 i [BM] om rummene L., (@) 0g Loo(t). De bestar af E-
malelige funktioner f, der er begreensede pa X \ N, hvor N er en y-nulmangde
(der afha@nger af f).

Tanken med disse rum er groft sagt at overfgre sd meget af det fra £, kendte
som muligt til tilfeeldet p = co—men netop fordi p = oo er man ngdt til at definere
rummene og (semi)normen pa en helt anderledes made (uden integration). Dette
kraver nok en del opmarksomhed.

Som sadvanlig bgr I stille jer selv spgrgsmél som:

e Hvad er emnet ?
e Hyvilke resultater prasenteres ?
e Hvordan er argumenterne bygget op ?

I kan regne opgave 7.20 for at forsta, hvorfor man har valgt at betegne rummet af
essentielt begreensede funktioner pd X med netop symbolet £, (11). (Jo, det har at
ggre med grenseovergangen p — Q... )

Det andet emne er det sakaldte fuldsteendige Lebesguemal i afsnit 5.8. Som
I kan se der, sa kan man udvide Lebesguemalet m,, fra Borelalgebraen By til en
stgrre o-algebra L, der fremkommer ved simpelthen at tilfgje alle de nulmang-
der, der ikke er Borelmangder. Fordelen er at alle nulmangderne i Ly, er sa venlige
at tilhgre dennne stgrre o-algebra IL;. Det resulterende malrum (Rk, Ly, my) siges
at veere fuldsteendigt, fordi alle nulmangderne er malelige.

En funktion f: R¥ — C kaldes Lebesgue mélelig, hvis f~}(B) € L, for
enhver Borelmangde B, altsa hvis f er Li-Bs-malelig (nb!). [Derimod udggr
de LL;-LL;-malelige funktioner en usaedvanlig klasse, som ikke indeholder alle de
kontinuerte funktioner; jvf. opgave 5.29 4°.]

[ litteraturen anfgres [f] € L,(R¥) ofte til at veere den &kvivalensklasse af
Lebesgue malelige funktioner, der rummer f. I den anledning bedes i l&se satning
5.29 med bevis. Den udsiger, at enhver sadan klasse [f] faktisk altid rummer en
Borel-funktion. Disse er meget mere bekvemme at arbejde med !

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 4. april 2018

Oversigt nr. 16

Pensum og eksamen.

Pensum er kapitel 0-5 1 det benyttede notesat af C. Berg og T. Gutmann Mad-
sen “Mal- og integralteori”. Dog er afsnittene 5.3, 5.9 kursoriske. Desuden inde-
holder pensum ogsa det af undertegnede skrevne notesat (udleveret via personligt
web-sted), nermere bestemt Chapter 6-10. (Pt. mangler Chapter 10.1 at blive
skrevet; hvis dette ikke nas (pga. sygdom eller andet) inden kursets afslutning,
sa leses efter kapitel 8.1, 8.2 fra “Mal- og integralteori” i stedet for.) De med
*markerede afsnit i mit eget notesat er generelt ikke pensum; men “7.3 Jensen’s
inequality” er aftalt som ektra pensum til deltagere pa 8. semester.

Til den mundtlige eksamen den 4. juni kan man trekke et af fglgende spgrgsmal:

(1) Monotonis@tningen.
(2) Lebesgueintegral og integrabilitet.
(3) Majorants@tningen.
(4) Entydighedssatningen for mal.
(5) Invarians af Lebesguemalet; malforhold.
(6) Produktmal.
(7) Tonellis og Fubinis s@tninger.
(8) Holders og Minkowskis uligheder.
(9) Lebesguerummene L, og deres fuldsteendighed.
(10) Fouriertransformationen pa R?.
(11) Foldning pa R%.
(12) Parsevals ligning.

Man forventes selv at tale ca. 12—15 minutter om det trukne emne. Der er 20
minutters forberedelsestid til hver eksaminand.
Naturligvis kan der ogsa forekomme supplerende spgrgsmal i kursets emner.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 4. april 2018

Oversigt nr. 17

10. gang, torsdag den 6. april. Her gennemgar vi fgrst kapitel 8.1-8.2 i mit no-
teset, med hovedvagt pa Fischers fuldstendighedssatning. (Afsnit 8.3 bliver em-
net for naeste selvstudium.)

Dernest begynder vi pa kapitel 9 om sakaldt foldning af funktioner.

Tonelli/Fubini: Lav 6.22 og 6.23.

Om L,: Regn opgave 7.16. Fortset med 7.12.

Om L. Definer f,(z) = n/(1 + n?z?) og vis at f,(z) konvergerer punktvis
mod f(z) = oolygy. Vis at f € Lo (R) og at konvergensen er uniform for
x # 0; og udled heraf at || f,, — f|loc — 0 for n — oo. Konkluder heraf, at
L er et nyttigt rum !

Regn 7.19 for at fa flere konkrete eksempler. (Og lav 7.20 for at se en anden
begrundelse for eksponenten oo, hvis du ikke naede denne i selvstudiet).

Familierum: Nej, dette er ikke en hotelreklame ! — regn opgave 7.13.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
INTEGRATIONSTEORI 6. april 2018

Oversigt nr. 18

5. selvstudium, mandag den 9. april. Ved dagens selvstudium er programmet
afsnit 8.3 1 mine egne noter. Her beskrives det hvordan enhver funktion i Lebesgue
rummet L, med 1 < p < oo kan tiln@rmes vilkérligt godt med bade simple
funktioner og med kontinuerte funktioner havende kompakt stgtte.

Konkret vil jeg foresla fglgende:

e Las nermere nedenfor pa denne oversigt om begrebet tethed. Dette er til
uddybning af den gverste del af noternes afsnit 8.3 side 39.

e Studer Lemma 8.3.2 om taethed af simple L,-funktioner (beviset er ret lige-
til).

e Regn opgave 7.28 i [CB] for at dekke tilfeldet p = oo. (Vink: Approximer
fgrst med en fejl pa €/2 ved at udnytte at M = || f||- selv er et essentielt
overtal for | f|.)

e Studer Proposition 8.3.3 om trinfunktioner.

o Lzas side 40-41 om rummet C§° af glatte funktioner med kompakt stgtte—
bemark at man faktisk kan angive sadanne funktioner eksplicit, jevnfgr
formlen (8.3.13).

Nerstuder sa indholdet af Theorem 8.3.5. Prgv at skrive indholdet op pa en
formellinie med eksistens- og alkvantorer !

Repetition af begrebet teethed i et metrisk rum. En delmangde A af et metrisk
rum (M, d) siges at veere (overalt) tet i M, eller at ligge tet i M, hvis enhver
omegn af et vilkarligt punkt x € M indholder elementer fra A, dvs.

VB(x,r): AﬂB(m,T) # 0. (10)

Lgseligt betyder dette, at ethvert element kan approximeres vilkarligt godt med
elementer fra A.

Mere generelt siges A at vere overalt tet i en delmangde B C M, hvis enhver
omegn af et punkt y € B skerer A, dvs. at B(y,r) N A # () gelder for ethvert
r > 0. Med andre ord er A tzt i delm@ngden B dersom A C B.

Af definitionen for tethed af en delm@ngde i en anden ses det, at ma&ngden af
rationale tal Q ikke bare er teet i R, men at (Q ogsa ligger tet i delmengden I af
irrationale tal ! (Sprogbrugen er lidt bizar eftersom Q og I = R \ Q er disjunkte.)

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
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Oversigt nr. 19

Sidste gang naede vi til og med afsnit 8.2 i mine noter. Dog blev det overladt
til jer selv at laese de sidste 3 korollarer pa egen hand.

Afsnit 8.3 skulle I leese som selvstudium i mandags. Nogle preciseringer er
indsat fra midten af side 40 og pa side 41. Disse resultater bliver udnyttet kraftigt
1 kursets sidste forelasninger.

I bedes ogsa repetere s@tning 4.26+28 fra [CB] om differentiation under inte-
graltegnet mm.

11. gang, torsdag den 12. april. Vi begynder med afsnit 9.1-9.2 om foldning og
9.3 om sterk konvergens af translation.

Dernast fortsetter vi med de elementere ting om Fourier transformationen.
Hensigten er at na s@tning 8.2 og 8.6 1 [CB], og helst ogsa s@tning 8.8 om Fouriers
inversionsformel.

Inversionsformlen kraver ogsa at vi stifter bekendtskab med Schartzrummet
S(RY), der er beskrevet i afsnit 8.2 i [CB]; vi fokuserer pd d = 1 for simpelhedens
skyld. Et dybere kendskab til dette for alle d > 1 far I ved hjelp af multiindekser
1 det sidste selvstudium mandag den 16. april.

Opgaverne drejer sig delvist om det nye (haber det gar):

Lebesgue rum: Gennemsku 7.17.
Lo.: Regn 7.19. Evt. ogsa 7.22.

Konvergens i p-middel: Find en normeret fglge f, i L,(R) som konvergerer
punktvis mod nulfunktionen.
Omvendt: Angiv en fglge g, i L,(R) som opfylder |/g,|, — 0 for n — oo,
mens g, (z) er divergent for ethvert x € [0, 1].

Fouriertransformationen pa L;: Lav 8.1 (nem!).

Regn sa 8.2.

Fortset med 8.4, som viser at Gauss-klokken e
Fouriertransformering, op til en konstant faktor.

_ 2 . .
92°/2 er invariant under

Gamle opgaver hvis der er tid til overs.

Med venlig hilsen
Jon
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MATEMATIK 6
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Oversigt nr. 20

Som opfglgning pa dagens opgaver repeteres de klassiske fakta at, for a, b > 0,

a

x
— — 0 forz — o0;
eb:c

(log y)*
Y
Da (-)* er voksende er det nok at vise at 3= — 0 for z — oo, og dette fés fra
I’Hopitals regel fordi 1 - e=*%/* — 0 for # — oo. Substitueres med z = logy

opnas den anden grenseverdi, thi vi har y — oo hvis og kun hvis x — oc.
F.eks. kan man i opgave 7.17 om f(z) = (v/z(1 + |logz|) "' se at f ¢ L, for
p < 2, fordi formlen ovenfor giver at (log x)? < cx?, hvoraf

— 0 fory — oc. (11)

/\f\pdx 2/ (Vr(2logx) P dx > C/ 2=/ dy = 0o

nar b > 0 er valgt sé lille at b + p/2 < 1 (jeevnfgr opgave 7.16).

6. selvstudium, mandag den 16. april: Schwartzrummet i dimension d > 1.
Her er programmet, at I n@rstuderer afsnit 8.2 1 [CB] for at l&re Schwartzrum-
met S(R?) nermere at kende, nar funktionerne athenger af z = (21, ..., 74).
Et par konkrete holdepunkter kunne vare fglgende:

.. . . .. o 6 .
Multi-indices: Find et multiindex « sadan at #xfaﬁ kan skrives helt enkelt
1 < 4

som 0° f(x). Hvad er lengden || ?
Studer notationen omkring multiindekser. Og giv et kort kombinatorisk ar-
gument for multinomialformlen (3) side 179 1 noterne.

Schwartzrummet: Gennemfgr beviset side 179 nederst for at indse at definitio-
nen er &kvivalent med ulighederne i (4).

Hurtigt aftagende funktioner: Efterprgv pastanden side 180 gverst.

Kontroller derefter eksempel 8.5—brug forste del af (11) ovenfor.

Inklusionen S C L,: Overbevis dig selv om at S(R*) C L;(R¥) ved fgrst at
indse at (4) medfarer (5) side 180 nederst—dernest kan integrabiliteten af
(1 + |z|?)~™ fés fra Example 8.1.2 i mine egne noter via de trivielle

Ll < (14 [2])* < 4(1+ [2f),

Hvor stor skal man valge m i (5) for at opnd, at S C L, for et givetp > 0 ?

Invarians under differentiation og multiplikation: Gennemfgr beviset for sat-
ning 8.7, som forteller dels hvorledes F “ombytter” differentiation og mul-
tiplikation pa S, dels sikrer at F afbilder S ind i S selv.

Udled ifm. beviset, at multiplikation med z® og anvendelse af 9” lader S
vare invariant, dvs. de sender begge enhver funktion f € & over i nye
funktioner 2% f () og 9° f () tilhgrende S.

Vi vil i fa brug for disse egenskaber ved S(R*) i den resterende del af kurset.

Med venlig hilsen
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MATEMATIK 6
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Oversigt nr. 21

Sidste gang gennemgik vi foldning af funktioner efter afsnit 9.1-9.3 1 mine
noter, med hovedvagt pa det resultat at L;(R¥) er en Banach-algebra med fold-
ning * som multiplikation. (Og at * derimod ikke er en komposition pa rummet af
integrable funktioner £(IR)...)

Desuden gennemgik vi fra [CB] afsnit 8.1-8.2 den elementare teori om Fouri-
ertransformationen og lidt om Schwarzrummet samt s@tning 8.8 om Fouriers in-
versionsformel.

12. gang, torsdag den 19. april. Her gennemgas forst side 184 i [CB] om at
Fouriertransformationen JF er en bijektion:

F: S(RF) — S(RY). (12)

Dernast afsnit 9.4-9.5 i mit eget notes@t om approximation med glatte funktioner,
og endelig afsnit 10.2 om Parseval-Plancherels s@tning, der udsiger at for alle
[, 9 € Ly(R?Y) har man at:

2 _ 1 2
[ @k = o [ 17 i (13)
F@)gf@) dz = s | Faf(€)FaglE) de (14)

Emnerne til opgaverne er:
Fouriertransformationen: Brug F til at regne 8.5.
Supplerende egenskaber: Lav 8.10, f.eks. ved at bruge majorantsatningen.

Differentialligninger: Forklar hvorfor v”(z) +12u/(x) — u(z) = f(z) har net-
op en lgsning u € S(R), nar f er en given Schwartzfunktion. (Vink: Be-
grund at man kan Fouriertransformere begge sider, og anvend dernast Kor-
ollar 8.10.)

Efter interesse: Vis pa samme made, at den partielle differentialligning af
fjerde orden

O®2Du(x1, x3) + v(x1, 22) = gz, 22),
for en given funktion g € S(IR?), har eksistens og entydighed af en Igsning
v e S(R?).

NB ! Husk vi har eksamen mandag den 4. juni !

Med venlig hilsen
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