Grupper

En komposition o pa en mangde S: for hver a,be S er aob et
element i S.

En komposition er altsa en funktion o: S x S +— S.

Det er vigtigt at S er lukket under kompositionen, altsa at pro-
duktet af to elementer i S ogsa ligger i S.



En gruppe er en mangde GG med en komposition o, der opfylder

0. o er en komposition pad G. (Veldefineret og G lukket under o.)

1. o er associativ: ao(boc) = (aob)oc for alle a,b,c € G,

2. der er et neutralt element ec G, dvs.: aoe =eoa = a for
alle a € GG, 09

3. ethvert element a € G har et invers element a_l,

dvs. aoa l=a loag=c¢.

Hvis o er kommutativ: aob =boa, for alle a,b € G, sa siger vi at
G er abelsk.



Eksempel. Kvaternionsgruppen.
G={1,-1,i,—4,4,—j, k,—k} med komposition angivet ved fglgende
kompositionstavle.

—il =i i k -k 1 -1 —i
k|l k -k j —j —i i —1 1
k| -k k —j j i —-i 1 -1

I en kompositionstavle star hvert element i G praecis én gang i
hver raekke 0g én gang i hver sdgjle.



Restklasser modulo n

Lad n vaere et positivt helt tal.
Pa maengden Z af hele tal har vi defineret relationen kongruens
modulo n:

a=b (modn)< nla—b>.

Denne relation giver anledning en klassedeling/partition (se Propo-
sition 2.1.2) af Z i klasser pa formen

[al =a+nZ = {a+nx | x € Z}.

Disse mangder kaldes ogsa restklasser, da de bestar af alle tal,
der har samme rest ved division med n.

Maengden af de n forskellige restklasser modulo n betegnes Z/nZ.



Eksempel. Restklasser modulo 5.
Z/57Z = {[0], [1], [2], [3], [4]}, hvor

...,—10,-5,0,5,10,15,...}
...,—9,-4,0,6,11,16,...}
...,—8,-3,0,7,12,17,...}
...,—7,-2,0,8,13,18,...}
...,—6,-1,0,9,14,19,...}
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Desuden er f.eks. [5] = [0] og [-7] = [3] = [18].



Addition er en veldefineret komposition pa Z/nZ givet ved

la] 4 [6] = [a + b].

(Z/nZ,4+) er en abelsk gruppe af orden n.

(Dette er det vigtigste og mest simple eksempel pa endelige
grupper.)



