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1 Permutationsmatricer

I denne note skitseres et alternativt bevis for at en permutation ikke kan
skrives som b̊ade et produkt af et lige antal transpositioner og et ulige antal
transpositioner. Se dog forbeholdet sidst i denne note.

Definition 1 Lad σ være en permutation af {1, 2, . . . , n}. S̊a er permuta-
tionsmatricen Pσ en n× n matrix hvor indgang (i, j) er

(Pσ)ij =

{
1 hvis σ(j) = i

0 ellers.

Sætning 2 Hvis σ, τ ∈ Sn s̊a er PσPτ = Pστ .

Bevis Vi udregner indgang (i, j) i produktet: (PσPτ )ij =
∑

k(Pσ)ik(Pτ )kj.
Vi ser at (Pσ)ik(Pτ )kj = 0, med mindre σ(k) = i og τ(j) = k. Summen er
alts̊a 1 hvis σ(τ(j)) = i og ellers 0. Dermed er (PσPτ )ij = (Pστ )ij. �

Korollar 3 PσPσ−1 = Pσσ−1 = Pe = I og Pσ−1 = (Pσ)−1.

Korollar 4 π : Sn 7→ GLn(R) defineret ved π(σ) = Pσ er en homomorfi, og
π(Sn), mængden af n×n permutationsmatricer er en undergruppe af GLn(R).

Bemærk at R kan erstattes af et vilk̊arligt andet legeme, hvis det ønskes.
Bemærk ogs̊a at π : Sn 7→ π(Sn) er en isomorfi.

Da σ(j) = i hvis og kun hvis σ−1(i) = j f̊ar vi:
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Lemma 5 For enhver permutation σ ∈ Sn er P T
σ = Pσ−1 og dermed er

PσP
T
σ = I.

Pσ er alts̊a en ortogonal matrix og dermed er determinanten af Pσ enten
1 eller −1.

Eksempel 6 Lad σ =

(
1 2 3 4 5
1 3 4 5 2

)
= (1)(2 3 4 5) = (2 5)(2 4)(2 3).

S̊a er

Pσ =


1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 .
Svarende til at σ er skrevet som produkt af tre transpositioner ser vi at Pσ
kan f̊as fra I5 ved følgende tre elementære rækkeoperationer: ombyt række 2
og række 3, ombyt række 2 og række 4, ombyt række 2 og række 5. Ifølge
regnereglerne for determinant er detPσ = (−1)3 det I5 = (−1)3. �

2 Fortegnet af en permutation

Som antydet i eksemplet har vi følgende resultat (som let kan bevises).

Sætning 7 Lad σ ∈ Sn. Antag at σ kan skrives som produkt af k transposi-
tioner:

σ = (ik jk) . . . (i2 j2)(i1 j1).

S̊a fremkommer Pσ fra In ved anvendelse af følgende elementære rækkeoper-
ationer (notation fra Spence, Insel og Friedberg):

ri1 ↔ rj1 , ri2 ↔ rj2 , . . . , rik ↔ rjk .

Desuden er detPσ = (−1)k.

Da π : Sn 7→ GLn(R) og det : GLn(R) 7→ R \ {0} er homomorfier, s̊a
er den sammensatte afbildning sgn = det ◦π ogs̊a en homomorfi. Vi har set
ovenfor at sgn(Sn) = {1,−1}.

Kernen af sgn er alts̊a en normal undergruppe af Sn. Denne gruppe kaldes
den alternerende gruppe og den betegnes An.
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Hvis sgn(σ) = 1 s̊a er σ ∈ An og σ er en lige permutation, da den er
produkt af et lige antal transpositioner.
Hvis sgn(σ) = −1 s̊a er σ /∈ An og σ er en ulige permutation, da den er
produkt af et ulige antal transpositioner.

En m-cykel

(x1 x2 . . . xm) = (x1 xm)(x1 xm−1) . . . (x1 x2)

er en lige permutation hvis og kun hvis m er ulige.
Ved at udnytte at sgn er en homomorfi f̊ar vi:

Sætning 8 En permutation σ er en lige permutation hvis og kun hvis antallet
af cykler af lige længde, der indg̊ar n̊ar σ skrives som produkt af disjunkte
cykler, er lige.

3 Problemer med ovennænte fremgangsm̊ade

Ovenst̊aende gennemgang af fortegnet af en permutation er egentlig lidt
”snyd”, da den er baseret resultater om determinanter som I ikke har be-
vist. Faktisk kan determinant-resultaterne bevises ved hjælp af teorien om
fortegn af permutationer.

Dette kan illustreres ved følgende alternative definition af determinanten
af en n× n matrix A.

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

ai,σ(i). (1)

4 Opgaver

1. Kontrollér p̊astandene i Eksempel 6.

2. Lad σ = (1 4 3 5)(2 6) ∈ S6. Bestem permutationsmatricen Pσ.

3. Vis at en permutationsmatrix Pσ har præcis ét 1-tal i hver række og i
hver søjle.

4. Vis at række σ(i) i Pσ er lig med række i i In.

5. Opskriv alle elementer i A4.
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6. Lad A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 være en vilk̊arlig 3 × 3 matrix. Udregn

det(A) b̊ade ved hjælp af ligning (1) ovenfor og ved hjælp af den sæd-
vanlige metode. Giver det samme resultat?
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