Procedure Dijkstra(G = (V, E): vagtet sh. graf,
a,z. punkter)

{ Det antages at w(e) > 0O for alle e € E}

Forallev e V: L(v) := o

L(a) =0, S:=0

while z ¢ S

begin
u := punkt ikke i S, sa L(u) er mindst mulig
S = SuU{u}

For alle v hvor {u,v} € FE og v ¢ S
iIf L(u) + w(u,v) < L(v) then
begin

L(v) := L(u) + w(u,v)

end
end { er en korteste vej fra z til a

med leengde L(z)}



Invariant:

1. Hvis v € S sa er L(v) leengden af en korteste vej fra
a til vi G. Denne vej er indeholdt i S.

2. Hvis v ¢ S sa er L(v) lengden af en korteste vej fra
a til v, hvor alle vejens punkter er i SU {v}.

3. Hvis v = a 0g L(v) < oo sa er der en vej fra a til v
af leengde L(v), hvor vejens sidste kant er {F(v),v}.

Punkterne tilfgjes til S i reekkefglge bestemt ved vok-
sende afstand fra a.



Kompleksitet af Dijkstras algoritme:

Lad n vaere antallet af punkter i input-grafen.

Ved hvert gennemlgb af while-lgkken tilfgjes et punkt til
S.

While-lgkken gennemlgbes altsa hgjst n gange.

Ved hvert gennemlgb:

Find i en liste med (hgjst) n punkter et punkt med
mindst L-veerdi: O(n)

Undersgg hver af u's hgjst n naboer: O(n)

Komplesitet af den samlede algoritme: O(n?)



Den handelsrejsendes problem

Travelling Salesman Problem (TSP).

Lad G vaere en vaegtet graf med en Hamilton-kreds.
F.eks. G er komplet graf (altsa: en simpel graf med en
kant mellem alle par af punkter).

Find en kortest Hamilton-kreds i G.



En farvning med k farver af en graf G = (V, E) er funtion
c.V — K, som opfylder at

c(v) #c(u) for alle {v,u} € E,

hvor K er en maengde af k elementer (farver), f.eks.
K=1{1,2,...,k}.

Det kromatiske tal x(G) af en graf G er det mindste tal
k sa G har en farvning med k farver.






Et beslutningsproblem er et problem hvor svaret pa in-
puttet er enten JA eller NEJ.

Et beslutningsproblem tilhgrer klassen P hvis det kan
|@ses af en algoritme i polynomiel tid. Altsa en algoritme
med kompleksitet O(n¥), hvor n er stgrrelsen af inputtet
0og k er en konstant.

Et beslutningsproblem tilhgrer klassen NP (non-deterministisk
polynomiel) hvis der findes en algoritme der med et ek-
stra input i polynomiel tid kan eftervise at svaret er JA.



Eksempler pa beslutningsproblemer:

Euler-kreds

Input: graf G

Spgrgsmal. har G en Euler-kreds.
Euler-kreds er i P.

Kortest vej
Input: vaegtet graf G, to punkter a 0og z, en konstant C.

Spgrgsmal: har G en vej fra a til z af lsengde hgjst C.
Kortest vej er i P.



Hamilton-kreds

Input: graf G

Spgrgsmal: har G en Hamilton-kreds.

Hamilton-kreds er i NP, ekstra input: en Hamilton-
kreds.

TSP

Input: vaegtet komplet graf K, en konstant C
Spgrgsmal: har K en Hamilton-kreds af laengde hgjst C'.
Hamilton-kreds er i NP, ekstra input: en Hamilton-
Kreds.



k-farvning

Input: graf G

Spgrgsmal: har GG en farvning med k farver.
k-farving er i NP, ekstra input: en k-farvning.
2-farvning er i P.

Planar k-farvning

Input: planar graf G

Spgrgsmal: har G en farvning med k farver.
Planar 2-farvning er i P.

Planar 4-farvning er i P.



Givet: beslutningsproblemer A og B hvor mangden af
mulige inputs er hhv. S4 0og Sp.
En funktion f:S4 — S som opfylder

e A's svar pd input x = B’'s svar pa input f(x)

e der findes en algoritme der beregner f(x) i poly-
nomiel tid

kaldes en polynomiel tids reduktion af A til B.

Hvis der findes en algoritme der Igser B i polynomiel tid
sa findes der en algoritme der Igser A i polynomiel tid.



Et problem er NP-komplet hvis

e det eri NP, 0od

e cthvert problem i NP har en polynomiel tids reduk-
tion til dette problem.

Hvis et NP-komplet problem kan Igses i polynomiel tid
sa kan ethvert problem i NP Igses i polynomiel tid og sa
er P=NP.



Eksempel:

Vi ved at Hamilton-kreds er N P-komplet.
For at vise at TSP er NP-komplet skal vi

e vise at TSP er i NP,

e Vvise at der findes polynomiel tids reduktion af Hamilton-
kreds til TSP.



Reduktion af Hamilton-kreds til TSP:
G = (V, E): input til Hamilton. Antal punkter i G er n.

Input til TSP:

K: komplet vaegtet graf med punktmangde V.
Hvis {u,v} € F s@ w(u,v) := 1.
Hvis {u,v} ¢ FE sa w(u,v) = 2.

C = n.

G har en Hamilton-kreds hvis og kun hvis K har en
Hamilton-kreds med laengde hgjst C.

K,C kan beregnes i polynomiel tid.
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Definition. Et trae er en sammenhangende graf uden
simple kredse.

/ 0



Saetning.

En ikke-orienteret graf er et trae

hvis og kun hvis

der er en entydig simpel vej mellem ethvert par af punk-
ter.

Saetning. Et trae med n punkter har praecis n—1 kanter.



Definition 10.4.1. Lad G vaere en ikke-orienteret graf.
Hvis T opfylder

o ' er et trae,

e T er en delgraf af G og

e 1" indeholder alle G's punkter,

sa siges T' at veere et udspaendende tre i G.
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Saetning.
G har et udspaendende trae

)

G er sammenhangende.

Korollar. En sammenhangende graf G med n punkter
og n — 1 kanter er et trae.

Bevis. (G har et udspandende trae T, da G er sammen-
haengende.

T har n punkter og dermed n — 1 kanter.

Altsa G =T. []

Saetning. En graf uden simple kredse med n punkter
og n — 1 kanter er et trae.



