Algoritme 2: Kruskals algoritme Side 740

Procedure Kruskal(G: vaegtet graf)
sorter G's kanter eq,...,em efter vaegt sd w(eq) < w(er) <
o< w(em).
T = skov uden kanter
for: =1 tom

if T'U {e;} ikke har simpel kreds then

T . =TU{e;}

{ T er et minimum vagt udspaendende trze.}



Algoritme 1: Prims algoritme Side 738

Procedure Prim (G: vagtet graf med n punkter)
T .= trxe bestaende af ét punkt
for;::=1ton—-1
begin
e .= kant med minimal vaegt mellem et punkt i 1T' og
et punkt ikke i T’
Tilfg] e og endepunkt til T
end
{ T er et minimum vagt udspaendende trae}



Procedure Prim (G = (V, FE): vaegtet graf med n punk-
ter)
T = traxe bestaende af ét punkt vy
for alle punkter u # vy

if {vi,u} € FE then L(u) .= w(vi,u) else L(u) := oo
{For uw ¢ T: L(u) = laengden af korteste kant fra « til T}
for: . =1ton-1
begin

velg u ¢ T sa L(u) er minimal

T :=TU{u} U{korteste u — T kant}

for alle v hvor {u,v} € E,vo & T

if w(u,v) < L(v) then L(v) := w(u,v)

end



Kompeksitet af Kruskals algoritme: O(mlogm)

Kompleksitet af Prims algoritme: 0O(n?)



Korteste vej, A*

Lad a 0g z vaere punkter i en vaegtet graf G = (V, E).
Vi gnsker at bestemme en korteste vej fra a til z.
dist(u,v) betegner afstanden mellem punkterne u og v,
altsa laengden af en korteste vej fra u til v.

Til hvert punkt z vil vi nu knytte et tal A(x) som opfylder
h(x) < dist(x, z).

Lad h:V — R vaere en funktion som opfylder at

h(u) —h(v) < w(u,v). (1)

for ethvert par af punkter « og v, som er forbundet af

en kant.
(Der skal dermed 0gsa galde at h(v) — h(uw) < w(u,v).)



Lemma. Hvis h er en funktion der opfylder (1) s3a
geelder der for ethvert par af punkter v og v at

h(u) — h(v) < dist(u,v).

Bevis. Lad u = xqg,x1,...,2t = v VRre en korteste vej.
dist(u,v) = >t w(z;—1, z;).

Lemmaet bevises ved induktion efter t¢.

Basisskridt. Hvis t = 1 sa er dist(u,v) = w(u,v) 09
lemmaet er opfyldt ifglge (1).

Induktionsskridt. Lad k£ > 1 og antag Lemmaet er
sandt hvis t = k.

Lad nu uw 0g v veere punkter sa den korteste vej u =
ro,T1,- .., Tk, Lp41 = v bruger k+ 1 kanter. Ifglge induk-



tionsantagelsen og (1) er
dist(u,v) =dist(u, xr) + w(zg,v)

>(h(u) — h(z)) + (h(zg) — h(v))
=h(u) — h(v).

Hvis h opfylder (1) og
h(z) =0, (2)
sa far vi fra lemmaet at

dist(x,z) > h(x) — h(z) = h(z).



Procedure A*(G = (V, E): veegtet sh. graf,
a,z. punkter,
h: funktion der opfylder (1) og (2))

For alle v e V: L(v) :(=
L(a):=0, S:=0

while z ¢ S
begin
u := punkt ikke i S, sd L(u) + h(u) er mindst mulig
S = SU{u}

For alle v hvor {u,v} € E ogv ¢S
iIf L(u) + w(u,v) < L(v) then
begin
L(v) ;= L(u) + w(u,v)
end
end {Den korteste vej fra a til z har lzengde L(z)}



Invariant:

1. Hvis v € S sa er L(v) leengden af en korteste vej fra
a til vi G. Mindst én sadan vej er indeholdt i S.

2. Hvisv ¢ S sa er L(v) leengden af en korteste vej fra
a til v, hvor alle vejens punkter er i SU{v}.



Invarianten er sand fgr fgrste gennemlgb af while-Igkken.

Antag invarianten er sand fgr et gennemlgb.

1. Antag v € Sny. Vi skal vise at Lny(v) er lengden af
en korteste vej fra a til v.

Hvis v € S sd er L(v) = Lny(v) 0g pastanden opfyldt.
Antag derfor v = wu.

Da 2. er sand fgr gennemligbet, er Lny(u) = L(u) l&&ng-
den af en korteste a —u vej i SU{u} = Shy. Antag at
a = x0,%1,...,¢ = u €r en vej af leengde mindre end
L(u). Denne er sa ikke indeholdt i SU{u}. Lad x; vaere
det f@grste punkt pd vejen udenfor SU {u}. Sa er

dist(a,u) = dist(a, z;) + dist(z;, u) (3)

= L(xz;) 4 dist(z;, u) (4)
> L(z;) + (h(x;) — h(u)), (5)



hvor 2. er brugt pa vejen a = xqg,...,x; i SU {x;} o9
lemmaet. Pa grund af valget af uw ved vi at L(u)+h(u) <
L(x;) + h(z;). Derfor er

dist(a,u) = L(z;) + h(z;) — h(u) > L(u),

I modstrid med antagelsen om at laengden af vejen var
mindre end L(u). L(u) er altsa leengden af en korteste
a—u vej. Dermed er 1. bevist.

2. Lad v ¢ Sny. Vi skal vise at Lny er lengden af en
korteste a — v vej der er indeholdt i ShyU{v} = SU{u,v}.

Lad a = xg,x1,...,2¢ = v VEre en korteste vej indeholdt
i SU{u,v}. Hvis u =z; er et punkt pa vejen og x;41 € S
sa er a = xp,...,T;41 €n korteste vej. Ifglge 1. findes



en anden vej a = yo,¥Y1,---,Ys = T;41 SOM har samme
lzengde og er helt indeholdt i S. Og a =ygo,y1,...,yYs =
T;41,%i+2,...,T¢ = v €r anden korteste vej fra a til v
indeholdt i SU {u,v}.

Vi kan derfor antage at vejen a = xg,x1,...,x = v €nten
ikke indeholder u eller u = x;_1.

I fgrste tilfeelde har vejen laengde L(v) ifglge 2. I andet
tilfaelde har vejen lengde L(u) + w(u,v).

Da vores vej er en korteste vej (indeholdt i S U {u,v})
er lengden det mindste af de to tal. Dette er netop
Lny(v). 2. er bevist.



I litteraturen benyttes ofte fglgende notation:

Closedset = S
Openset = {v| L(v) < o0}
g(x) = L(x)

flz) = L(z) + h(z)



