9.3.

En relation R pa en (endelig) maengde A kan repraesenteres af
en orienteret graf med punktmaengde A og kantmangde R; altsa
en kant fra a til b hvis aRb.

Hvis relationen er symmetrisk kan de to orienterede kanter (a,bd)
og (b,a) erstattes af en ikke-orienteret kant {a, b}.



En relation er transitiv hvis og kun hvis
den opfylder at for ethvert par af punkter (a,b) hvor der er en
vej af leengde mindst 1 fra a til b gaelder at aRb.



Transitiv afslutning af en relation R pa en maangde A.

Hvis S1 og S5 er transitive relationer pa A sa er §1 NS> 0gsa en
transitiv relation pa A.



Der findes en transitiv relation S pa Asa RC S, f.eks. S = AxA.

Den transitive afslutning af R er den mindste transitive relation
S pa A som opfylder at R C S.

S er altsa fellesmaengden af alle transitive relationer, der inde-
holder R.



Pa samme made kan man definere refleksiv afslutning og sym-
metrisk afslutning (men ikke antisymmetrisk afslutning).



Hvis R er en relation pa A sa er R* relationen pd A der opfylder

at aR*b hvis og kun hvis
grafen der repraesenterer R har en vej fra a til b af laeangde mindst

1.

R* er den transitive afslutning af R.



(a,b) € R™ hvis og kun hvis der er en vej af leengde n fra a til b |
grafen der repraesenterer R.



Fra afsnit 1.1 har vi fglgende bit-operationer: VvV og A.

En O — 1 matrix er en matrix hvor all tal er enten 0O eller 1.
Vi definerer nye operationer pa O — 1 matricer.

Hvis A = [a;;] 09 B = [b;;] er nxn, 0—1 matricersa er S= AVEB
og T'=AANB 0ogsd n xn, 0—1 matricer defineret ved S = [s;;]
og T = [t;;] hvor

Sij = a5 V by,

tz’j = a;; N bz’j-



Desuden defineres produktet P = A ® B, som 0gsa er en n X n,
0 — 1 matrix ved P = [p;;] hvor

pij = (aj1 Ab1j) V (a2 Aboj) V...V (ajy Abyj).

Dette kan ogsa skrives som

~__J1 hvisderfindes £sa ay=1Aby; =1
Pii =Y 0 ellers.



En relation R pd A ={a1,...,an} Kan repraxesenteres af en n x n
matrix Mp = [mw], hvor

1 hvis ainj
O ellers.



= \/MR
Mgsur = Mg

= /\MR
Mgnr = Mg

MSOR — MR®



R: en relation pa A = {a1,...,an} repraesenteret af matricen Mp.

Bestem matricen Mp«, der repraesenterer relationen

R* = {(a,b) € A x A | der findes en vej fra a til b}.



Warshalls algoritme: Beregning af R* Side 585

procedure Warshall (Mgr: n xn, {0,1} matrix)
W = Mg {W = [wy;]}
k:=20
while k£ <n

k. =k+1

for::=1to n

for j ;=1 ton
if Wi = 1 /\wkj = 1 then Wi = 1

{W = Mp-}
Invariant for while-lgkken: w;; = 1 hvis der findes en vej af
lengde mindst 1 fra a; til a; hvor alle indre punkter € {ay,...,ax}.

Ellers er w;; = 0.



En relation ~ pa en mangde A siges at vaere en x2kvivalensrela-
tion hvis

e ~ er refleksiv,

e ~ er symmetrisk og

e ~ er transitiv.



Hvis A er mangde og hvis K er en mangde af ikke-tomme
delmangder af A (altsa: K C P(A), 0 ¢ K) som opfylder at
hvert element i A tilhgrer praecis én af mangderne i K sa siger
vi at K er en klassedeling af A og mangderne i K kaldes klasser.

Hvis A er en mangde med klassedeling K sa er relationen ~ pa
A defineret

a~b< a 0g b tilhgrer sasmme klasse i K

en akvivalensrelation.

Omvendt, hvis ~ er en akvivalensrelation pa A sa udggr de
forskellige aekvivalensklasser en klassedeling af A.



