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Lad a; b 2 Z (enten a 6= 0 eller b 6= 0).

S�a �ndes der s; t 2 Z som opfylder:

gcd(a; b) = s � a+ t � b:

(s og t er ikke entydige, f.eks.:

(s+ b) � a+ (t� a) � b = s � a+ t � b:)



Euklids udvidede algoritme

Lad a; b 2 Z+.

a = q1b+ r1
. r1 = a� q1 � b
b = q2r1+ r2
. r2 = b� q2r1 = �q2 � a+ (1+ q1q2) � b
r1 = q3r2+ r3
. r3 = r1�q3r2 = (1+q2q3)�a+(�q1�q3�q1q2q3)�b

...

rn�2 = qnrn�1+ rn
. rn = s � a+ t � b
rn�1 = qn+1rn

S�a er gcd(a; b) = rn= sa+ tb



Lad m 2 Z+, og a; a 2 Z.

a siges at v�re invers til a modulo m hvis

aa � 1 ( mod m):

(S�a er a ogs�a invers til a modulo m.)

a har en invers modulo m hvis og kun hvis gcd(m;a) = 1.

Hvis gcd(m;a) = 1 = sm+ ta (fra Euklids udvidede al-

goritme) s�a

er t en invers til a modulo m og

a er invers til a hvis og kun hvis a � t ( mod m).



Kinesisk rests�tning

Lad m1;m2; : : :mn 2 Z+ s�a gcd(mi;mj) = 1 n�ar i 6= j.
Lad a1; a2; : : : an 2 Z.
S�a �ndes der x 2 Z som opfylder

x � a1 ( mod m1);

x � a2 ( mod m2);

...

x � an ( mod mn):

L�sningen x kan beregnes som

x = a1M1y1+ a2M2y2+ : : :+ anMnyn;

hvor Mi =
m
mi
, m = m1m2 � � �mn og yi er invers til Mi

modulo mi, for i = 1;2; : : : ; n.



L�sningen x er entydig modulo m. D.v.s. et tal x er

l�sning hvis og kun hvis

x � a1M1y1+ a2M2y2+ : : :+ anMnyn ( mod m)



Kinesisk rests�tning, n = 2
Lad m1;m2 2 Z

+ s�a gcd(m1;m2) = 1.
Lad a1; a2 2 Z.
S�a �ndes der x 2 Z som opfylder

x � a1 ( mod m1);

x � a2 ( mod m2):

L�sningen x kan beregnes som

x = a1m2y1+ a2m1y2;

hvor 1 = y2m1 + y1m2 (som f�as fra Euklids udvidede
algoritme).

L�sningen x er entydig modulo m = m1m2. D.v.s. et
tal x er l�sning hvis og kun hvis

x � a1m2y1+ a2m1y2 ( mod m)



Fermats s�tning

Hvis p er et primtal og a 2 Z, p - a s�a er

ap�1 � 1 ( mod p):

Hvis an�1 6� 1 ( mod n) og n - a s�a er n ikke et primtal.

an�1 mod n beregnes ved \modular exponentiation",

d.v.s. ved gentagen anvendelse af:

a2k mod n = (ak mod n)2 mod n

a2k+1 mod n = ((ak mod n)2 � a) mod n



RSA kryptering

A vil sende besked M til B, M 2 N.

B v�lger primtal p og q og e > 0 s�a gcd((p�1)(q�1); e) =

1.

B �nder d > 0 s�a de � 1 ( mod (p� 1)(q� 1)). D.v.s. d

er invers til e modulo (p� 1)(q � 1).

B sender n = pq og e til A.

Vi antager 0 � M < n ellers deles beskeden i mindre

dele.

A udregner C = Me mod n ved \modular exponentia-

tion" og sender C til B.



B udregner Cd mod n da dette tal er lig med M .

B bruger ogs�a modular exponentiation, men kan eventuelt

udregne

Cd mod p og Cd mod q;

og bruge den kinesiske rests�tning.


