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R: en relation p�a A = fa1; : : : ; ang repr�senteret af ma-

tricen MR.

Bestem matricen MR�, der repr�senterer relationen

R� = f(a; b) 2 A�A j der �ndes en vej fra a til bg:



Warshalls algoritme: Beregning af R� Side 553

procedure Warshall (MR: n� n, f0;1g matrix)
W :=MR fW = [wij]g
k := 0
while k < n
begin
. k := k+1
. for i := 1 to n
. . for j := 1 to n
. . . if wik = 1 ^ wkj = 1 then wij := 1
end
fW =MR�g

Invariant for while-l�kken: wij = 1 hvis der �ndes en vej
af l�ngde mindst 1 fra ai til aj hvor alle indre punkter
2 fa1; : : : ; akg. Ellers er wij = 0.



En relation � p�a en m�ngde A siges at v�re en �kvi-

valensrelation hvis

� � er re
eksiv,

� � er symmetrisk og

� � er transitiv.

Hvis � er en �kvivalensrelation p�a A s�a de�neres for

ethvert a 2 A �kvivalensklassen

[a] = fs 2 A j a � sg:



Hvis A er m�ngde og hvis K er en m�ngde af ikke-

tomme delm�ngder af A (alts�a: K � P (A), ; =2 K)

som opfylder at hvert element i A tilh�rer pr�cis �en af

m�ngderne i K s�a siger vi at K er en klassedeling af A

og m�ngderne i K kaldes klasser.

Hvis A er en m�ngde med klassedeling K s�a er relationen

� p�a A de�neret

a � b, a og b tilh�rer samme klasse i K

en �kvivalensrelation.

Omvendt, hvis � er en �kvivalensrelation p�a A s�a udg�r

de forskellige �kvivalensklasser en klassedeling af A.



Eksempler p�a �kvivalensrelationer:

� (mod m) er en �kvivalensrelation p�a Z for ethvert

m 2 Z+.

Hvis S1 og S2 er m�ngder, s 2 S1 og A er en m�ngde af

funktioner fra S1 til S2 s�a kan vi de�nere en �kvivalen-

srelation � p�a A ved

f � g , f(s) = g(s):

For ethvert t 2 S2 er f�lgende en �kvivalensklasse:

ff 2 A j f(s) = tg:



Hvis S er en m�ngde s�a kan vi de�nere en �kvivalen-

srelation � p�a P (S) ved

A � B , jAj = jBj:

(P (S) er potensm�ngden af S, alts�a m�ngden af alle

delm�ngder af S.)

Hvis a; b; c er tre forskellige elementer i S s�a best�ar [fa; b; cg]�
af alle delm�ngder af S med tre elementer.



En relation 4 p�a A siges at v�re en partiel ordning hvis

� 4 er re
eksiv,

� 4 er antisymmetrisk og

� 4 er transitiv.

(A;4) siges da at v�re en partielt ordnet m�ngde (poset).

Hvis (A;4) er en partielt ordnet m�ngde, der for alle

x; y 2 A opfylder at enten x 4 y eller y 4 x, s�a siger vi at

ordningen er fuldst�ndig (eller total eller line�r).



Eksempler:

(R;�) er en partielt ordnet m�ngde. Denne ordning er

fuldst�ndig.

(Z; j) er en partielt ordnet m�ngde. Ordningsrelationen

er \g�ar op i".

(P (S);�) er en partielt ordnet m�ngde, hvor S er en

vilk�arlig m�ngde.

Hvis (A;4) er en partielt ordnet m�ngde og B � A s�a

er (B;4) ogs�a en partielt ordnet m�ngde.



Hasse-diagram for en partielt ordnet m�ngde (A;4),

hvor A er endelig.

Tegn den orienterede graf, der repr�senterer relationen.

Punkterne tegnes s�adan at hvis x 4 y s�a tegnes y h�jere

oppe end x.

Fjern alle loops.

Hvis x 4 y og y 4 z s�a fjern kanten fra x til z.

Fjern kanternes orientering (alle kanter er jo orienteret

opad).

Den graf, der fremkommer, kaldes Hasse-diagrammet

for (A;4).



Lad (A;4) v�re en partielt ordnet m�ngde.

a 2 A siges at v�re maksimal hvis a 4 x) x = a.

a 2 A siges at v�re minimal hvis x 4 a) x = a.

Lemma. Enhver endelig ikke-tom partielt ordnet m�ngde

har et maksimalt element og et minimalt element.



procedure topological sort((A;4): endelig partielt ord-

net m�ngde)

k := 1

while S 6= ;

begin

. ak := et minimalt element i S

. S := S � fakg

. k := k+1

end

fa1; a2; : : : ; an opfylder at ai 4 aj ) i � j.g


