Facit til prgve-Eksamenl i Diskret Matematik

Opgave 1

A={reQ|1<z<2} og B:{xe(@|1§x§4}.
Lad f(x) =3z —2. Nar € Aer f(z) €
f(m):y(:)?)x—Q:y(:)x—yH NaryGBeryHGA

Da f(z) = y har entydig lgsning = € A for ethvert y € B er funktionen
f: A~ B en bijektion. Altsa |A| = |B].

Opgave 2

Hvisz > 1lerz <22, 1< 2% og
|f(z)| = |pa? + Tz + 4| = 5a® + Tw + 4 < ba? + T2* + 42? = 162 = 16]2?].
Hvis K =1,C =16 sa er |f(z)| < C|2?| for alle z > K.

Opgave 3
iENAignAx:3i+(_2)i/\y:3i71+(_2>i71 (1)
For forste gennemlgb af while er x = 1,y = 2,7 = 1. Dermed er (1) sand (da

n>1).

1. Antag (1) er sand fgr et gennemlgb af while-lgkken. Da lgkken gen-
nemlgbes igen er betingelsen ¢ < n sand.

Efter gennemlgbet:

Iny =0+ 1. Daz<nogz€Nerzny<nogzny€N

Tyy = 2 = 246y = 3'+(—2)"+6-3""1+6-(—2)" "1 = 3'+(—2)"+2-3'=3-(—2)" =
3- 31+( 2)(—2)" = 3y 4 (—2)%,

Yoy = 2 = 3"+ (=2)" = 3wt 4 (=2)my =L,

(1) er altsa sand efter gennemlgbet. Dermed er (1) en invariant.

2. Nar while-lpkken standser er betingelsen i < n falsk, men (1) er sand.
Dermed er i =n og x = 3' + (—2)" = 3" + (=2)".

Opgave 4

1. Muhg IQSHngZ €4, €9, €10, €11, €12, €5, €8.
2. Mulig lgsning: eg, e5, €4, €11, €12, €8, €19-



Opgave 5

1. En Hamilton kreds: eg, 5, €19, €3, €11, €3, €12, €5. (Der er flere andre Hamilton-
kredse.)
2. Grafen har ingen Euler-kreds da der er punkter med ulige grad.

Opgave 6

111 mod 11=1 (da111=10-11+1)

222 mod 11 =2

333 mod 11 =3

444 mod 11 =4

Derfor er 1112224 333-444=1-2+3-4 =3 (mod 11).
Altsa (111222 + 333 - 444) mod 11 = 3.

Opgave 7
85 =1-65420 20=85—-65
65 =3-20+5 5=65—3-20 = 65—3(85—65) = 4-65—3-85

20=4-5+0
Altsé ged(65,85) =5 =4-65+ (—3)-85. s =4, = —3

Opgave 8

Lag=F.2=6a=%32-6=12 a, = 3212 =20.

2. Vis at a, = k* + 3k + 2, for alle k > 0.

Bevis ved induktion.

Basisskridt k£ = 0: ag=2=024+3-0+2

Induktionsskridt: Lad m > 0 og antag at a,, = m? + 3m + 2.
Skal vise ligningen med k = m + 1:

Venstre side: a,,.1 = %am = z—ﬁ’(mQ +3m +2)

Hgjre side: (m +1)*4+3(m+ 1) +2 =m?+ 5m + 6.

V.S=? HS.: ZE(m? +3m+2)=m’ +5m+6 &
(m+3)(m?*+3m+2) = (m+ 1)(m? + 5m + 6),

hvilket ved udregning ses at veere korrekt. Ligningen er altsa opfyldt for
k =m + 1 og dermed for ethvert k& > 0.



Opgave 9

r=2 (mod4) A z=3 (mod?9).

4.9 = 36.

ged(9,4) =1=1-9+4(-2)-4,da
9=2-4+1 1=9-2-4.
En lgsning:

£=2-9-1+3-4-(~2) = —6.

En anden lgsning:

xr = —6+ 36 = 30.

x er lgsning hvis og kun hvis z = 30 (mod 36).

Opgave 10

En maengde S, S C N x N, er defineret rekursivt ved
e (0,0) €S,

e hvis (a,b) € Ssaer (a+1,b+3),(a+2,b+2) og (a+3,b+1) ogsa i
S.

1. (0,0)€S=(0+1,0+3)=(1,3)eS=>(1+1,3+3) =(26)cS=
(2+42,6+2) = (4,8) € S.

2. Hvis (a,b) € Ssaer4|a+b

Bevis ved strukturel induktion.

Basisskridt (a,b) = (0,0): 4 | 0+ 0.

Rekursionsskridt: Lad (a,b) € S og antag 4 | a + b.

Lad (a/,b') veere konstrueret fra (a,b). Altsa (a’,V') € {(a + 1,b+ 3), (a +
2,b+2),(a+3,b+1)}.

Saerad +0 =a+b+4. Dadgaropia-+b, gar 4 ogsaopia +1b.

Opgave 11

|JAUBUC| = |A|+ |B|+|C|—|ANB|—|ANC|—=|BNC|+|ANBNC| =
5+5+5—-1—-1—-1+1=13.



